% 
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STE ire 


ES Ée ER NT re PRET E TMR ee ; De MTS er PAS : D ta Eee 
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BLeS as LPO 0 s : # Des à ë PRET 0) ERA ) é 


Librairie J.-B. BAÏLLIÈRE et Fils, 19, rue Fautefcuille. 
(Suite) 


Etude expérimentale sur les propriétés attribuées à 
la tuberculine de M. Koch, faite au laboratoire 
de médecine expérimentale et comparée de la 
Faculté de Médecine, par M, le professeur AnR- 
10ING, M. le D' Roper, agrégé, et M. le D' Cour- 
MONT, agrégé, avec 4 DIAReReS en couleurs. 
(PAS CLIN Garde RO ES RE Or: 


Histologie comparée des Ebénacées dans ses rap- 
ports avec la Morphologie et l’histoire généalogique 
de ces plantes, par Paul PARMENTIER, professeur 
de l'Université, avec 4 planches hors texte. 
ÉROSCERAO) ET PRE Pre 4 [r. 


Recherches sur la production et la localisation du 
Tanin chez les fruits comestibles fournis par la 
famille des Pomacées, par 1 Me A. Mayoux, élève 
de la Faculté des Sciences, 2 planches hors texte. 
PROS CAT) EN NE RARE SR NT ES Sfr 


Etude surle Bilharzia hæmatobia et la Bitnarziose, 
par M. Lorrer, doyen de la Faculté de médecine, 
- et M. ViALLETON, professeur à la Faculté de mé- 
decine de l’Université. de Montpellier, 8 plan- 


ches hors texte et 8 figures dans le texte. 
CHASCRNON RENE ACER 40 fr. 
Monographie de la Faune lacustre de l'Eocène 


moyen. par Frédéric Roman, docteur es sciences, 
préparat. de géologie à l'Université de Lyon, avec 
8 fig, et3 pl. hors texte, (I, Fasc. 1er) Sr 


Etudes sur le Polymorphisme des Champignons, in- 
fluence du milieu,par Jean BEAUVERIE, docteur ès 
sciences, prépar. de botan. Faculté des Sciences de 
Lyon.avec gr, dansletexte. (I, Fase. 3). 7 (r.50 


L'Homme dquaternaire dans le Bassin du Rhône, 
Œruue géologique et anthropologique, par 


Ernest CHANTRE, docieur ès sciences, sous- 
directeur du Museum, avec 74 figures dans le 
texte (1, Fasc. 4) 6 fr. 


La Botanique à Lyonavant la Révolution et l’histoire 
du Jardin botanique municipal de cette ville, par 
M. Gérarp, professeur à la Faculté des Sciences, 
avec 9 fig. dans le texte et 1 pl. hors texte. 
(Fase. 23) RÉ AORE RS 3 fr. 50 


Physiologie comparée de la Marmotte, par le Dr Ra- 
phaël Dugois, professeur à la Faculté des Sciences. 
avec 119 figures et 125 planches hors texte, 
Ces NEA : 45 fr. 


Etudes sur les terrains tertiaires du Dauphiné, de 
la Savoie, et de la: Suisse occidentale, par 
H. Douxami, docleur è$ sciences, professeur au 
Lycée de Lyon, avec 6 planches hors texte et 
ARTQUTES NAS Ce) CE EUR RON. 


Fecherches physiologiques sur l'appareil respiratoire 
des oiseaux, par J.-M. Soum, docteur ès sciences, 
professeur au Lycée de Bordeaux, avec 41 figures 
dans le texle. (Fase. 28) . 3 fr. 50 


Résultats scientifiques de la campagne du « Caudan» 
dans le golfe de Gascogne (août-septembre 1895), 
par R. KœuxLer, professeur de zoologie à la 
Faculté des Sciences, (Fasc. 26). 

Fascicule I. 1 vol. in-80 avec 6 pl. . , . . 6Gfr. 


Lyon. — Imprimerie A. REY, 4, rue Gentil. — 36530 


Fascicule II. 1 vol. in-80 avec 11 pl. 
Fascicule III. 4 vol. in-8° avec 21 pl. 


Anstomie pathologique du système nt. 
dans la sphère des néoplasmes malins, pe 
Dr CG. Recaup, chef des travaux, et le Dr Æ° ÆE 
JON, préparateur d'anatomie générale et d'h 
logie a la Kaculté de médecine (Mémoire cour 
par l'Académie de médecine), avec 4 pl. 
texte (RAS CNT) RON 


Recherches stratigraphiques et paléontologi 
dans le Bas-Languedoc, par Frédéric Ro 
docteur ès sciences, préparateur de géologie 
Faculté, avec 40 figures dans le texte et 9 } 
ches hors texte AUS CNE EL) RAT PE 


Etude du champ électrique de l'atmosphère, 
Georges Le Capxr, docteur ès sciences, assi 
à l'Observatoire de Lyon, 3 fig. et 10 pl. da 
texte PFUSC 0) RER LATTES 


Les formes épitoques et Vote des Cirrat 
par Maurice CAULLERY, maître de confér. 
Faculté des Sciences, et Félix Mesnir, ché 
Re l’Institut ee 6 j1. hors ( 
(Fase. 39). LR ROUE 


Etude ne et du Carbor 
inférieur du Mâconnais, par A. Varrier. do 
en médecine et docteur ès sciences, avec 11 fs 
et 12 planches horstexte. (1, Fase. 7). 


Contributions à l’Embryologie des Nématodes 
A. ConrE, docteur ès scientes, prépar. de 
logie à l'Université de Lyon. (1, Fasc, 8): 


Contributions à l’étude des larves et des méti 

phoses des diptères, par C. Vaney, docle 
sciences, agrégé des sciences nafurelles, 
travaux de Zoologie à l'Université de 4 


(LE asc O9) ER eE be: 


Contribution à v étude de la classe des Nymp 
par J.-B.-J. CrirrLor, docteur ès sciences 
relles, licencié ès sciences physiques, © 
Travaux de Botanique à la Faculté des s 
sous-directeur du Jardin botanique del 
avec 214 figures intercalées dans leu 
(I, Fase. 10) . PO Re 


Monographie géologique et paléontolos 
bières orientales, par Louis DoncrEux,s 
ës sciences, Collaborateur auxiliaire au ser I 
Ja carte géologique de France, avec 69. f 
dans le texte, 7 planches hors texte et 
géologique, (1, Fasc. 11) . … . 


Contribution à l’étude des composés diazoami 
Louis MEUNIER, docteur ès sciences; chef d 
vaux de chimie à la Faculté des sciences de 
versité de oise (1, Fasc. 13) 


Zone à Lioceras concavum du Mont d'Or 
par Attale Rice, docteur ès science 
d’un cours complémentaire de Géologie 
culté des sciences de l'Université de. Lyon 
7 figures dans le texte et 41 planches hon 

(4, Fasc. LU ere A 
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ANNALES DE L’UNIVERSITÉ DE LYON 
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Alexandre REY, Imprimeur-Éditeur 
4, RUE GENTIL 


Librairie Arthur ROUSSEAU, 14, rue Soufflot. 


Histoire de la Compensation en droit Romain, par 
C. APPLETON, PESISReur à la Faculté de droit. 
(Fasc. 21). : 7 fr. 50 


Caractères généraux de la loi de 1884 sur les Syn- 
dicats professionnels; justification de cette loi; 
réformes possibles. Etude de législation indus- 
trielle, par R. Gonnarp,docteur en droit, licencié 
és lettres, secrétaire à la Société d'Economie Po- 
litique, avec une Preface de M. P. Pic, professeur 
à la Faculté de Droit. (Fasc. 36) 3 fr. 


Librairie Félix ALCAN, 


Lettres intimes de J.-M. Alberoni adressées au 
comte I. Rocca, ministre des finances du duc de 
Parme. et publiées d'après le manuscrit du collège 
de S Lazaro Alberoni, par Emile BourGEoIS, 
maître de conférences à l'Ecole Normale, avec un 
portrait et deux fac-similés.(Fasc. 8) 40 fr. 


Essai critique sur l'hypothèse des atomes dans la 
science contemporaine, par Arthur HANNEQUIN, 
profes. à la Faculté des Lettres (Fasc. 14) "7 fr.50 

Saint Ambroise et la morale chrétienne au 1vesiècle, 
par Raymond THAMIN, ancien maître de confé- 
rences à la Faculté des Lettres de Lyon, profes 
seur au Lycée Condorcet. (Fasc. 15). "7 fr. 50 


Librairie Alphonse PICARD et Fils, 82, rue Bonaparte. 


La doctrine de Malherbe d’après son commentaire 
sur Desportes, par Ferdinand BRuNoT, maître de 
conférences à la Faculté des Lettresdel' Université 
de Paris.avec 5 pl. hors texte. (Fasc. 1er). 40 fr. 


Le Fondateur de Lyon. Histoire de L. Munatius 
Planeus. par M. JULLIEN, professenr à la Fa- 
culté des Lettres, avec une planche hors texte. 
(RAS CRI) RTAAEUNREE GÈRS û 5 fr. 


La Jeunesse de William Wordsworth (1770-1798). 
Etude sur le « Prélude », par Emile Lecouis, 
prof. à la Faculté des Lettres, (Fasc. 22) "7 fr. 50 


La Question des Dix Villes impériales d'Alsace, 
depuis la paix de Westphalie jusqu'aux arrêts 
de « Réunions » du Conseil souverain de Brisach 
(1648-16*0), par Georges Barpor, docteur és let- 
tres, professeur au Lycée et chargé de conferences 
à l'Université de Grenoble. (Il, Fasc. 1er), "7 fr. 50 


EzÉCHIEL SPANHEIM. — Relation de la Cour de 
France en 1690, nouvelle édition, établie sur les 
manuscrits originaux de Berlin, accompagnée d’un 
commentaire critique, de fac- simlés, etsuivie de la | 


La mention en chiffres romains qui précéde le numéro du fascicule indique, pour les ouvrages P 
Nouvelle Série, qu'ils appartiennent soit au groupe Sciences-Médecine (I), soit au groupe Droit- Lettres 


108, boulevard Saint-Germain. 


Histoire de l'Enseignement secondaire dans 


A PARIS 


Chez les Libraires spéciau# à. 
SUIVANTS 


La Représentation des Intérêts dans ler 
élus, par Charles FRANÇois, docteur em 
(ISF AS CRD 


Mélanges Ch. Appleton : Etudes n’histoire 
dediees à M. Ch. APPLETON, professeur à lafÿenl 
de Droit de !, yon, à l’occasion de son XX 
versaire de professorat. (11, Fusc. 13). 


La République des Provinces-Unies.la Fran 
Pays-Bas espagnols de 1630 à 4650, par 
DINGTON, prolesseur à la Faculté des Le 

Tome LOS 1 vol. (Fasc. _ 18) - 


1 vol. (Fasc. 31) Mere TU A 


Le Vivarais. Essai de Géographie régionale, pSbon 
Bourpin, licencie ès sciences, diplômé « me 
supérieures d'Histoire et de Géograph{haxe 
20 gravures et 2 ces dars léflex 
CHGSCTIT) ER ve 


Relation de la Cour d'Angleterre en 15 par 
le même auteur, publié avec un index anÿfique 


l'Ecole Normale supérieure, professeur à | ) 
libre des sciences politiques. (II, Fasc. 5) Mi 


de 1789 à 1900, par CHABOT. professeur de 
de l'éducation à l'Université de Lyon, etS 
LÉTY, maître de Conférences à la Fac 
Lettr. de l'Université de Lyon. (II, Fasc. 71 


Bibliographie critique de l'Histoire de Lyon:l@ 
les origines jusqu’à 14789, par Sébastien CHE 
professeur adjoint à la Faculté des lettres dl Dni 
versité de Lyon. (II, Fasc. 9) . . . 


Bibliographie critique de l’histoire de Lyon, 
1789 jusqu'à nos jours. par Sebastien Cæ2 
professeur adjoint à la Faculté des Lef 
l'Université de Lyon. (II, Fasc. 11) . 

Pythagoras de Rhégion, par Henri ec 
membre de l'Ecole d'Athènes, chargé d 
l'Université de I,yon, ouvrage contena 
figures dans le texte (Il, Fasc. 14). 
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SUR 


LES FORMES MIXTES. 


Par LÉON AUTONNE. 


INTRODUCTION. 


Considérons un polynome 
F E i 
cpn 
homogène, avec le degré m, par rapport à N variables x;, 
- homogène avec le degré #7’, par rapport à N variables w;, 


-|i—71,2,..., N|. Supposons que les 2N variables ne sont 
pas indépendantes, mais liées par la relation 


OL > LEE (0) 
i 


Suivant la terminologie employée au cours des présentes re- 
cherches, F sera une forme mixte, ayant l’ordre m et la 
_ classe m'. 

…  Clebsch a étudié autrefois, pour N =3, de pareilles expres- 
Sions, comme représentant, par leur évanouissement, la coën- 
_cidence principale d’un connexe plan. Cela revient à consi- 
_dérer comme élément générateur du plan la figure (x, u), 
Ann. de Lyon. — XHNT. I 


2) INTRODUCTION. 


constituée par le point x, de coordonnées x;, et la droite 4, 
de coordonnées w,;; u passe par æ. M’altachant à cet ordre 
d'idées, j'ai construit (Journal de Mathématiques, 1885 et 
1888) les substitutions, entre éléments, crémoniennes, c’est- 
à-dire birationnelles et de contact. 

Il était naturel d'étendre les notions précédentes à l’espace 
ordinaire, N — 4. L'élément (x, u) est la figure constituée 
par un plan & et un point +, situé sur w. Cette matière a été 
traitée dans un travail que j'ai présenté à l’Académie de 
Bruxelles (). Je me suis attaché surtout aux connexes li- 
néaires ou linéo-linéaires 


a A 
F —10 
GPS 5 


aux connexes de classe un et aux substitutions crémoniennes. 
Mon objet actuel est d'étendre ces recherches au cas où N 
est quelconque. Alors on à un espace à N — 1 dimensions, 
dont l'élément générateur (x, u) est constitué par un plan & 
et un point æ, situé sur &. 
Voici quelle est la disposition générale des matières dans 
le présent Mémoire. 


Les Préliminaires contiennent l'explication de la termi- 
nologie employée, l'index bibliographique et un aperçu suc- 
cinct des résultats ultérieurement obtenus. 


Dans les Généralités, on donne les explications générales 
sur les éléments (x, uw), les connexes, les variétés, ..., dans 
un espace à N — 1 dimensions. 

Le corps du Mémoire est divisé en trois Parties assez dis- 


tnctes. 


La Première Partie est consacrée au connexe linéaire, 
dont la théorie complète est faite en s'appuyant sur la notion 


(1) Voir l'Index bibliographique ci-après. 
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des £lementartheiler, due à Weïerstrass. On met l’équa- 
tion du connexe sous une forme typique particulièrement 
simple; on construit les points et plans fondamentaux (dé- 
finis suivant une généralisation de la définition donnée par 
Clebsch pour les points fondamentaux et droites fondamen- 
tales, dans le connexe plan) distincts ou confondus. Les 
courbes de coïncidence principale de Clebsch se généra- 
lisent, pour N quelconque, suivant deux sortes de figures x 
et v, que l’on construit et qui se correspondent dualistique- 
ment ('). 


La Deuxième Partie aun tout autre caractère. Considérons 
des polynomes où les variables ne sont pas indépendantes, 
mais liées par des relations algébriques. On sait que PAI- 
ocbre de ces polynomes ne coïncide pas en général avec 
lAlgebre habituelle : il n’y a pas de plus grand commun di- 
viseur éntre plusieurs polynomes; un facteur peut diviser, 
étant irréductible, un produit de plusieurs facteurs sans di- 
viser aucun d'eux, .... Dans les formes mixtes les variables 
sont liées par la relation © == 0. La deuxième Partie a pour 
but de montrer que les formes mixtes suivent les règles habi- 
tuelles de l’Arithmétique et de lAlgèbre, malgré la présence 
de la condition w — 0. Si cette proposition n’élail pas néces- 
saire pour la théorie du connexe linéaire, elle devient indis- 
pensable pour la théorie des substitutions crémoniennes, ob- 
jet de la Troisième Partie. 


Une crémoniennes el son inverse s=' sont représentées par 


; : 
l'algorithme 
mm'\ | PNDI 
ZT; 85 L(); 
5 Æ;U 485$ 01 
= ; Sn — k ; 
nn qd © 
Us Ÿ; Uÿ Ni 1 4 
æ; u DU 
(1) Ges résultats ont été insérés aux Comptes rendus du 9 mai 190{; une 


Communication sur la matière a été faite aussi au Congrès de Heidelberg 
(août 1904 ). 


4 INTRODUCTION. 


où 9;,..., N; sont des formes mixtes, les huit entiers m, .., g' 
étant Zo. 

La classification des s est fondée sur la valeur de ces huit 
entiers et sur l’évanouissement ou le non-évanouissement 
identiques de certains déterminants construits avec les déri- 
vées partielles |z, 7 —1,2,...,N 


DRAP On 


2 
0x; 


Chaque crémonienne s comporte sans ambiguïté diverses va- 
riélés primordiales ®. À son tour chacune des @ définit s 
sans ambiguïté. 

On construit les ® connaissant s. Le problème inverse 
fera l’objet d’un travail ultérieur. 


Je réserve de même pour une autre publication ultérieure 
ce qui, dans la théorie des formes mixtes, peut intéresser le 
Calcul intégral (équations aux dérivées partielles) et se rap- 
proche des théories générales de Lie sur les transformations 
de contact. 


Lyon, le 1°" juin 1901. 


PRÉLIMINAIRES. 


1° Introduisons d’abord quelques notations et locutions, 
lesquelles seront d’un usage continuel au cours du présent 
travail. 


29 La notation 


À = Gp] JV MOIS EE Re 


désignera le {ableau à m lignes et 2 colonnes 


Cr be er MOIS ET RS 
(o) = | GEO ROME 
DR TR TN 


Si m7 = n, on à un tableau carré ou matrice n-aire, qui aura 
A |. 

En supprimant dans le tableau À [formule (o)| des lignes 
ou des colonnes, on obuendra des matrices et des détermi- 
nants aires, |p£m; on |. 


un déterminant 2-aire 


S1 tous les déterminants (7° + 1)-aires, ainsi construits, 
sont nuls, tandis qu'un au moins des déterminants r-aires est 
différent de zéro, alors sera le rang du tableau. Soit & le 
plus petit des entiers 77 et », ou leur valeur commune s'ils 


sont égaux. Alors 7° ©. Si 7 atteint sa valeur maximum 5, 


le tableau est correct. 


6 PRÉLIMINAIRES. 
3° Soit une matrice n-aire 


— {7 == ) 
Aa; TT 2 TERRE 


S14;; = 0, pour t £ j, et &; = 1, on a la matrice unité E. 
La matrice A fournit sans ambiguïté d’abord la forme bi- 
linéaire à deux séries de variables 


Arr) de UD; 


0] 


ensuite la substitution linéaire n2-aire 


A — 


OA (3; u) 
du; 


= 
3; Aij Z j . 


; 


On posera souvent aussi 
AA » Ca EN 
j 


ce qui permet d'écrire, pour la substitution, 
| Zj; A (z:] b 
ou, symboliquement, 
A —|2 As]: 
Pareillement, S = [s;;] étant une matrice n-aire, légalité 
symbolique 


Se 


est équivalente aux » équations 


D SijT j — 0. 
j 
4° Avec un tableau quelconque, on peut toujours con- 
struire une matrice, en ajoutant, au tableau, des lignes ou 
des colonnes constituées par des zéros. 
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Il suffira donc de considérer des matrices. 
Les deux matrices 


Aa; et = Go 


seront /ransposées; chacune sera la Z'ansposée de lautre. 

Pour la multiplication symbolique et, en général, pour le 
calcul symbolique, il sera fait usage des règles données par 
Frobenius (Il, Zndex bibliogr.). Je remarquerai seulement 
que ces règles sont les mêmes pour le calcul des matrices, des 
formes bilinéaires, ou des substitutions linéaires. 

On s’en assure aisément. 

Si l’on a les deux matrices »-aires 


AR; 2 B=1[0,;], 


AB — PE PUR U Ed Nat 2e CO] 


l 


.1l viendra 


Prenons les deux formes bilinéaires A(x;u), B(x;u). Le 
produit sera la forme bilinéaire 


AB=Y OA(x; uw) 0B(x; u) 
0 


0x, du, 
NN a! ù 
— CON TP > ui; > airbyy. 
ti ij l 


Prenons enfin deux substitutions 


= 
L; > CPE 


l 


— : B= 


= 
Ty > (07562; 
l 


Leur produit, au sens de M. Jordan, sera la substitution 
obtenue en opérant, sur les x, la substitution À d’abord, puis 
la substitution B. La substitution-produit sera 


t l — l 
VD y pd; TL; Ÿ æ; 0; 
> VAR i / à it O1; 
/ 


/ | j l 


8 PRÉLIMINAIRES. 


5° Deux matrices À et B sont équivalentes s’il existe deux 
autres matrices L et M, avec |L|=Æ 0, [M] 0, telles que 


B = MAL. 


SiML=E ou M = L-!, A etB seront semblables. Vis-à-vis 
de la similitude, la multiplication est une opération inva- 


riante, car 
L-'ABL— (L-'AL) (L-'BL). 


Si l’on a, à la fois, 

CMALN CD MEL 
les deux faisceaux | o = param. variable | 

pA + B eL AOC 
sont équivalents, car 

eC+D=M(>A +B)L. 


Le déterminant 
A—A,—|pA + B| 


est un polynome en p de degré nr. Un k-ième mineur sera un 
polynome de degré n — k. Nommons-le A, et D; le p. g. ce. d. 
des Ay. 

Soit & une racine m-ième de l'équation 


A(p)— 0; Nec), En 0e 


De même 
Di=(p — a). ..), as D, = (pe — a). ..), 


et enfin 
D,(a) 0. 


Les 5 formeront une suite décroissante 
HR ou ©, 
tandis que les différences 


: — ( 
Lk—1 — Bu 21 = Pi 


PRÉLIMINAIRES . Q 
forment une suite non croissante d’entiers positifs 
2 IN ETS C0) 
Les / expressions 
(PSC AE NRC 


sont, d’après la terminologie de Weierstrass (1, /ndex), les 
Elementartherler, afférents à la racine a de l'équation 


Je traduirai Elementartherler par successif, sous-entendant 
facteur ou diviseur. 
Soient &, b, ce, ... les racines distinctes de l'équation 


Je dirai que l'expression 


A(p)—=(p — a)h...(o — a)4n(p — b}B (> — b)hi. (oc) 


est décomposée en ses facteurs successifs 


(p— a)%, ... afférents à la racine à, 
(o — b)h, he » » b, 
(Coco... » » CHEUC: 


Je dirai que les successifs d’un faisceau en définissent la 
structure. 

L’admirable théorème de Weierstrass peut s’'énoncer ainsi : 

L'identité de structure pour deux faisceaux est la con- 
dition nécessaire et suflisante de leur équivalence. 

S1 le polynome A(°) était identiquement zéro, l'énoncé 
serait plus compliqué. Ce cas ne se présentera pas dans le 
présent Mémoire. 


6° Le faisceau 5 E — A est le faisceau caractéristique de 
la matrice A. |2E 
LE 
d'une matrice est, par définition, celle du faisceau caracté- 
ristique. 


A est le déterminant caractéristique ; 


A | — O0 est l'équation caractéristique. La structure 


10 PRÉLIMINAIRES. 


L’équivalence des faisceaux caractéristiques pour deux 
matrices À et B est la condition de la similitude. 

En effet, la relation 

DSP CHE M 
donne 
E— LM, 
d’où 
M2 ect.  B=TAL: 


done, pour que deux matrices soient semblables, il faut 
el ul suffit qu’elles possèdent méme structure. 


7° On sait (IE, /adex) que, si dans une forme bilinéaire 
A(zx;u) on fait subir : 1° aux &, la collinéation ou substitu- 
ion Q; 2° aux æ, la substitution P, on obtient la forme bili- 
néaire 
OPAIP (ES 


8° Je désignerai quelquefois une matrice par des paren- 
thèses 
TA TRE Die CCD 
Ne | € 


ni PRE Ann 


Q° Un tableau à »2 lignes et » colonnes sera quelquefois 
décomposé en tableaux partiels. On emploiera alors les nota- 
tions ci-dessous, qui se comprennent de suite. 


À }/ }/ 


eo | JL be eb/ 


ul, y!’ y” 


MR EREHE...; D=NeNVeL NV, , 


où & est un tableau à w lignes et À colonnes, etc. 
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10° Au cours des présentes recherches, on s'appuie fré- 
quemment sur des résultats établis soit par différents géo- 
mètres, soit par l’auteur dans des publications antérieures. 


Voici la liste bibliographique des travaux en question. 
On y renverra simplement par l'indication du chiffre romain 
qui marque chaque Mémoire. 

Ces Ouvrages contiennent les explications détaillées sur 
. des points qu'on se bornera à rappeler succinctement. 


INDEX BIBLIOGRAPHIQUE. 


1. Wrrersrrass, Zur Theorie der bilinearen und quadratischen 
Formen (Monatsberichte de l’Académie de Berlin, 1868, p. 310). 


IL. Frosenius, Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen 
TA DÉrura M. 184, pr). 

HT. Frogenius, Ueber das Pfaffsche Problem (même Recueil, 
t. 82, p. 230). 

IV. KôniG (Juris), Linleitung in die allgemeine Theorie der alge- 
braischen Grôüssen (Teubner, Leipzig, 1903). 

V. Cresseu, Leçons sur la Géométrie, rédigées par Lindemann et 
traduites par À. Benoist, t. LIL, chap. I. — Sur les connexes (Gau- 
thier-Villars, Paris, 1883). 

VI. AüTonxE, Recherches sur les groupes d'ordre fini contenus 
dans le groupe des substitutions linéaires de contact (Journal de 
Mathématiques, 1837, p. 63). 


VIT. AuTonxE, Aecherches sur les groupes d'ordre fini, contenus 
dans le groupe quadratique crémonien. — Premier Mémoire: Étude 
d'une substitution crémonienne isolée (mème Recueil, 1888, p. 17). 
— Deuxième Mémoire : Multiplication des crémontiennes; groupes 
quadratiques; groupe directeur (même Recueil, 1888, p. 407). 

VIT. Auronxe, Sur les formes quaternaires à deux séries de va- 
rables (Mémoires couronnés et Mémoires des Savants étrangers, 
publiés par l'Académie Royale de Belgique, t. 59, 1901). 

IX. Auronne, Sur les substitutions crémoniennes dans l’espace. 
— Premier Mémoire: Journal de l'École Polytechnique, 2° série, 


Sc Cahier. 


12 PRÉLIMINAIRES. 


A celte liste, on peut ajouter aussi, quoique ayant un rap- 
port beaucoup plus éloigné avec le présent travail, le livre 
suivant : 


X. Lix-Excez, Theorie der Transformationsgruppen; zweiter 
Abschnitt (Teubner, Leipzig, 1890). 


Pour ne pas accroître démesurément le cadre des pré- 
sentes recherches, j'ai systématiquement écarté tout ce qui 
me rapprochait des théories de Lie et du Calcul intégral 
(équations aux dérivées partielles). Ce domaine sera peut- 


être l’objet d’une publication ultérieure. 


Voici maintenant un rapide aperçu des principaux résul- 
tats obtenus au cours du présent travail. 


GÉNÉRALITÉS. Prenons2N variablesx;etu;, lt 1,2,...,N, 
liées par les trois relations 


KT LT D 
uw) — > ŒU—O0, Ly— > CX—AX, Up —= gU—1, 


où les e;et g; sont des constantes numériques 
arbitrairement choisies une fois pour toutes. 
Les x; et u; sont respectivement les coordon- 
nées homogènes d’un point x et d’un plan w, 
dans un espace € à N — 1 dimensions. Le 
point est sur le plan; la figure constitue un 
élément (x, u). I y a +" éléments et l’on 
introduit les coordonnées non homogènes 
NUE, 2,0 2IN 5 element 

Un polynome AE 5 homogène par rap- 

DEN 

port aux æ; el u, respectivement, avec les de- 
grés 77 et n° respeclivement, est une forme 
mixte si les x; et uw; sont les coordonnées 
d'un élément (x, &). ne et" sont l’ordre et 


PREMIÈRE PARTIE. 


CONNEXE LINÉAIRE. 


CHAPITRE I. 
KORMES TYPIQUES. 


(x°). 
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la classe de la forme mixte. Le connexe est 
le licu des éléments pour lesquels s’évanouit 
une forme mixte. L'intersection de N, con- 
nexes, c’est-à-dire la totalité des éléments 
communs aux N, connexes, est une vartélé à 
2N — 5 — N, dimensions. 

Deux éléments infiniment voisins (x, u) 
et (x + dx, u+du)sonten situation réunte 


sl > UAX — D æ du — 0. Les deux condi- 


tions n’en font qu'une à cause de 


do=Y zdu+Ÿ udx—o. 


Une variété est intégrale si deux éléments 
infiniment voisins quelconques sont toujours 
en situation réunie. 


Dans un espace à #7 —1 dimensions, le 
connexe À linéaire ou linéo-linéaire a pour 
équation 


à We 
Nr) — > DL 0) MERE Loco l0 | 
i] 


et pour ordre et classe l'unité. 


Un choix approprié de coordonnées ra- 
mène À à une forme typique simple. 

Prenons l'équation caractéristique ®, dont 
le premier membre | pE — À | décomposé en 
facteurs successifs est 


| (CUS De 


Au successif (9 — /) correspondent : 1° une 
matrice partielle où composante À-are L: 


nul 


DA A VER ENNES EME NIET PR 


J / 


CHAPITRE II. 


POINTS ET PLANS 
FONDAMENTAUX 
DISTINCTS 
OU CONFONDUS. 


(179). 


PRÉLIMINAIRES. 


choisies parmi les 22 variables x; et u;. On a 
ÉCr)E= > 3 + > WjÀjr A (A — J —05), 
j 


OÙ Y(S) = o\ou,L-suiyantique Ses 
ou 20. La forme typique est 


ACTE) > L(z; æ), 


> s'étendant aux diverses composantes. 


Dans chaque composante les 3 et les æ 
sont rangées dans un ordre bien défini; on 
peut parler de la premiere variable 3, et de 
la dernière w,. 

Appartiennent à un même ypersys- 
tème (a), les composantes où le coefficient / 
est égal à une même racine distincte a de @. 


Est par définition fondamental tout point £ 
(plan n) qui forme un élément du connexe À 
avec tout plan passant par £ (tout point situé 
sur 1). Chaque fondamental £ ou n se rat- 
tache à une racine de ®. 

Les points fondamentaux £, fournis par la 
racine & s’obtiennent par la règle suivante : 


1° Dans chaque composante L, égaler à 
zéro toutes les z, sauf z,, qui prend le nom 
de paramètre fondamental Z ; 

_ 2° Dans chaque L étrangère à l’hypersys- 
tème (a), égaler à zéro le paramètre 7; 

3° Attribuer, dans les composantes de l’hy- 
persystème (a), aux Z toutes les valeurs 
possibles. 


Si (a) comprend À composantes, il y a 


æ\-t points &,. 


CHAPITRE III. 
COURBES «X ET 


DÉVELOPPABLES Ù). 


(A). 


_ 
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Vis-à-vis d’un fondamental donné, une 
composante L est active ou tnaclive suivant 
que le Z de Lest Æ o ou nul. 

La règle est la même pour construire les 
plans fondamentaux n,, sauf que le para- 
mètre fondamental W est la dernière «, 
des &. 

À chaque fondamental £ correspond un en- 
er K et une courbe unicursale € de degré 
K —1. K est l’ordre minimum des compo- 
santes actives pour &. La portion de € aité- 
rente à la matrice L est donnée par les équa- 
tions 

& j —= t ch L'y(K — j), 
où # est la variable d’unicursalité. 7! y à, 
sur €, K points fondamentaux, confondus 
en Ë. 

Des propriétés analogues par dualité se 
présentent pour les plans fondamentaux. 


Les courbes de coëncidence principale, 
introduites par Clebsch dans le connexe plan, 
N = 3, se généralisent, pour N quelconque, 
en deux sortes de figures (variétés à une di- 
mension) X et U, qui se correspondent dua- 
listiquement. La portion de la courbe x, 
afférente à la composante L, s’éerit 


où 4 est une variable, €, un paramètre con- 
stant arbitraire, ® un facteur, le même pour 
toutes les composantes, à définir par la con- 
ON T, — 1e 


CHAPITRE IV. 
APPLICATIONS. 
(58°). 


DEUXIÈME PARTIE, 
ALGÈBRE 
DES FORMES MIXTES. 


CHAPITRE I. 
GÉNÉRALITÉS. 


(r°). 


PRÉLIMINAIRES. 


Par tout point x non fondamental passe 
une x et une seule. Tant que £ reste finie, 
% ne passe par aucun fondamental £, mais, 
si { devient infinie, le point courant sur x 
tend toujours vers un €. En choisissant con- 
venablement les paramètres €, ainsi que le 
chemin suivant lequel la variable complexe 
&', dans son plan, tend vers zéro, on peut 
faire passer X par tout Ë, donné d’avance. 


On construit, pour N = 4, les onze types 
du connexe À, avec les fondamentaux Ë, les 
courbes € et x. Pour N = 5, on se borne à 
énumérer les vingt-quatre formes typiques 


de À. 


On sait, d’après les explications de Kônig 
(IV, Index), que les règles ordinaires de 
PArithmétique et de lAlgèbre habituelles 
sont applicables seulement aux domaines 
holoïdes et complets. I faut donc montrer 
que les formes mixtes constituent un pareil 
domaine. C’est l’objet de la deuxième Partie. 


On rappelle d'abord, d’après Kônig, les 
principes essentiels de l’Arithmétique et de 
l’Algébre. Les polynomes, homogènes à la 
fois par rapport aux x; et u; respectivement, 
constituent un domaine Q, holoïde, complet 
el bien défini, lorsqu'on traite les x; et u; 
comme des variables indépendantes, c’est-à- 
dire quand on fait abstraction de la relation 


= Niro 


Tout facteur irréductible dans Q est aussi 
premier. 


4 


L 


Î 


b : 


CHAPITRE IL. 


DOMAINE HOLOÏDE Q@ 
DES FORMES MIXTES. 


(19°). 


CHAPITRE III. 


INVARIANTS 
ET RÉSIDUELLE D'UNE 
KORME MIXTE. 


(32°). 


CHAPITRE I. 


DOMAINE HOLOÏDE 
ET COMPLET Q 
DES KORMES MIXTES. 


(45°). 


CHAPITRE V. 
DIVISEURS 
D'UNE FORME MIXTE 
DONNÉE. 
(56°). 
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Q reste holoïde quand on introduit la re- 
lation w — o. Mais, c’est par une discussion 
plus détaillée, qui remplit les Chapitres sui- 
vants, qu'on parvient à établir que Q reste 
complet et bien défini, malgré la condition 


(O0) 


Sous le bénéfice de w — 0, une forme mixte 
est susceptible d’une infinité d'expressions, 
non distinctes, ou équivalentes. Ne sont à 
étudier que les propriétés communes à toutes 
les formes mixtes, équivalentes entre elles, 
ou propriétés permanentes. Il y a donc lieu 
de chercher les 2vartants et, pour une forme 
mixte donnée f, de chercher une expression 
équivalente, particulièrement simple ou ré- 


sitduelle. 


Reprenant le domaine Q du Chapitre IT et 
s'appuyant sur la théorie des invariants ct 
des résiduelles, on établit que &w, est un fac- 
teur à la fois irréductible et premier. Cela 
permet, par un nombre fini d'opérations ra- 
uonnelles, de construire le plus grand com- 
mun diviseur de deux formes mixtes don- 
nées quelconques. La conséquence est que le 
domaine holoïde Q est complet et bien défini. 
IL est licite par suite d'appliquer aux formes 
mixtes les règles du calcul habituel de PArith- 
métique et de lAlgebre. 


On donne une méthode pour décomposer 
une forme mixte donnée en facteurs premiers. 
Eu égard à l’équivalence, la décomposition est 
possible toujours et d’une seule façon. 


Ann. de Lyon. — XI. 2 
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CHAPITRE VI. 
APPLICATIONS. 
(65°). 


TROISIÈME PARTIS. 


SUBSTITUTIONS 
CRÉMONIENNES. 


CHAPITRE I. 


DÉFINITION 
DES CRÉMONIENNES. 


(a). 


PRÉLIMINAIRES. 


On calcule certains déterminants, dont les 
éléments sont des formes mixtes, et l’on dis- 
cute certains systèmes d'équations du pre- 
mier degré, où les coeflicients des inconnues 
sont des formes mixtes. Ces résultats sont 
utiles pour la suite. 


Les crémoniennes sont, par définition, des 
substitutions qui sont à la fois birationnelles 
el de contact. Leur expression est 


[ 1. 
mn mt D p 
Li Ti ô; P 
TU JS 0 
) ù) K 


es nn E q q! 
Ui Ÿ; Us M 
| NUL T° u 
LME SNE 


= m mn : 
eu ©; est une forme mixte avant 72 
Ti 
TU 


our ordre et m' pour classe, .... On à, sous 
P ) ; 
le bénéfice de w = 0, 


Do; 


(0; n)et Ÿ;(0; n) sont respectivement pro- 
portionnelles à x; et w;, tandis que 0,(9:%) 
et n;(9 ; Ÿ) le sont à x; et u;: 


On n’étudie, bien entendu, que les pro- 
priétés permanentes des crémoniennes. 


On introduit les crémoniennes. On précise 
la notion de birationnalité, et aussi les con- 
ditions pour que la substitution s soit de 
contact, c’est-à-dire admette pour invariant 
l'expression > u dx. L'élément (y, 6) où les 


y,sont proportionnelles aux #; et les v; aux Ÿ;, 
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est l'élément image pars, (y: = SIGNE 
de l'élément (x, u). 


CHAPITRE If. Avec les dérivées partielles 


TABLEAUX 
4 ÉRISTIQUES. 
4 es TIQ + dv; ARE dv; 
= l'A, 00 
(a4°). TJ 0x; T1) vu; 


MU. Ne on peuticonstouireidie 
vers tableaux caractéristiques pour sets ". 
Avec des notations faciles à comprendre, ces 
tableaux sont les suivants : 


Deux tableaux corrects à 2N + r lignes et 
2 N colonnes : 


4 el Î 
| CRC | 5 U$, 
=, y] ( s — D ! 
Vs — | dy Ur Do NE | NAN 
\ U ; Æ ; } ( u; T'j 


Quatre tableaux corrects à 2N + r lignes 
et N colonnes : 
y | Ha Net Hs 


ZT 
\ / \ 


Quatre tableaux corrects à N + 1 lignes et 
2N colonnes : 


Da ee (00 rue) 
=) 4 a G » et « . 
lux) lux, | NME NT) 


Viennent enfin les huit tableaux de rang 
variable, à N + r lignes et N colonnes : 


ee en 

USE Ne 5 u; Neo a le AE 

| 1 ES Ve re OR AE Le 
OU l ; GARE () ; Tartes in 
De nee ee AIN Joe 


CHAPITRE HI. 


RELATIONS, 
POUR & CONSTANT, 
ENTRE LES ©, 


(28). 


CHAPITRE IV. 


VARIÉTÉS 
PRIMORDIALES. 


(35°). 


PRÉLIMINAIRES. 


dont les huit rangs 7, r, ..., r, sont les 
huit entiers caractéristiques. Ces huit en- 
üers caractéristiques sont la base de la clas- 
sification pour les crémoniennes. 


Quand on fixe le plan & dans une situation 
quelconque w, les N expressions 


F0; (re) 


rs 


dépendent de N —r variables indépendantes 
distinctes 7, = 1,2, NE EEE 
; É È 0F; 
bleau, à N lignes et N — 1 colonnes, É a 
22} 
le rang r, — 1. Alors, en vertu de théories 
connues, 1l existe, entre les F;, N+r—7r, 
relations distinctes 


P,(F; u) = 0, OS 2, Ni À 


où ®, est un polynome à deux séries de va- 
riables homogènes F; et w;. 


Le lieu des éléments 
(7, 9) =s[(x, «)] ou (7,9) =s{(zx, u)] 


respectivement est, par définition, la variété 
primordiale @, où ®.. Il ÿ aura de même des 
variétés primordiales ®, et ®,, lieu des élé- 
ments (x, u) 


SC) T Et AO 


respectivement. @,, par exemple, comporte 
une variété ponctuelle Y,, lieu du point y, 
et une variété planaire V,, lieu du plan s, etc. 
Y,, par exemple, est évidemment définie par 
les N +1—7, équations primordiales ®, = 0 


CHAPITRE V, 


SUBSTITUTIONS 
CREMONIQUES. 


(51°). 


CHAPITRE VI. 


ÉLÉMENTS 
FONDAMENTAUX. 


(63). 
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ci-dessus, D,(y; uw) = 0. Plus généralement, 
on nommera prunordiale toute équation ob- 
tenue en égalant à zéro un polynome homo- 
gène à deux séries de variables, une des st- 
ries étant en x; ou u;, l’autre en y; ou #;. Il y 
aura évidemment quatre sortes d'équations 
primordiales. On construit les variétés et les 
équations primordiales, et l’on établit le 
théorème que voici : 

Les huit entiers caractéristiques sont 
égaux deux à deux 


En Ph = ny TU = ln; rG = l'y. 


Dans la discussion générale qui précède, 
on à supposé chaque entier caractéristique 
au moins égal à 3. Il est absurde d’égaler un 
d'eux à zéro ou 2. Si un des entiers caracté- 
ristiques au moins est égal à l’unité, la cré- 
monienne s devient crémonique. Les crémo- 
niques reviennent au fond à des substitutions 
ponctuelles, prolongées (au sens de Lie). 


Un élément (x, u)est, par définition, fon- 
damental 
our la crémonienne s, si l’on a 
P l > Su Il 


=; ou dd; —0o, ou DU; — (Of 


pour la érémonienne s ‘, si l’on a 


(T=10;) ou Ni = 0, ou Din — 0: 


Soient un point x (un plan &) quelconque, 

U un plan passant par x (X, un point situé 

sur w), tel que l'élément (x, U) [ou l'élément 

(X, u)] soit fondamental. Il n'existe pas plus 
2N—5 


de: T° éléments fondamentaux dans 


l'espace; 2° LŸ* points X ou plans U. 
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Soit une variété Z, lieu d'éléments (CAN )E 
la variété Z', lieu des éléments s[(x, u)|, 
sera, par définition, la variété-image. On 
écrira Z’=s[Z]. On construit Z’ pour Z 
donnée quelconque. 

L'image, par s, d’un élément fondamental 
$ de s, n’est pas un élément (y, e) unique; 
(3, #) est indéterminé sur une certaine va- 
riêté fondamentale %. Tout élément dev a 
pour image par s°!. 

S1 la variété Z contient un élément f, alors 
il se sépare de Z’ la variété ©, qui correspond 
à #, comptée une ou plusieurs fois. 

Cela permet de préciser la notion de va- 
riété primordiale, ®, par exemple. @, est bien 
le lieu des éléments s[(x, u)] à u fixe, mais 
lorsque x parcourt w,sansveniren un point X. 

Toute cette théorie est la généralisation 
des propriétés qui, dans les substitutions 
planes Cremona, appartiennent aux points 
fondamentaux et aux courbes fondamentales. 

On parvient à un théorème que voici : 

St une variété intégrale W donnée est 
primordiale pour une crémontenne s au 
moins, cette crémontenne est unique et bien 
déterminée. 

On se trouve alors en présence d’un pro- 
blème double : 

1° À quelles conditions J nécessaires et 
suffisantes doit satisfaire W pour que s existe. 

2° Les conditions J étant remplies par hy- 
pothèse, construire s. 


Ce problème fera l’objet d’un travail ulté- 
rieur. 


GÉNÉRALITÉS. 


1° Nommons forme à plusieurs séries de variables 


fins Bon Goo ST MS I OT Eee 


un polynome, homogène, séparément par rapport aux di- 
verses séries de variables. Les diverses séries ne contiendront 
pas forcément le même nombre de variables. 


La notation 
f m On M 
623 578 03 ve 


met en évidence, dans la forme f, les degrés d'homogénéité 
m, n, m',... pour les diverses séries de variables. La nota- 
ton 


ACTE ui ee), 


ou le soulignement, indiquera que, dans une des séries, &, 
par exemple, les variables sont momentanément envisagées 
comme des paramètres constants. 

Je m'occuperai surtout des formes bi-N-aires, c’est-à-dire 
à deux séries de N variables. On aura des formes 


BIDINATES 22120 NME N —2 
BITennaires OT ET E — 


Biquatennaises ee eRereeE DRE = 


2/} GÉNERALITÉS. 


2° Prenons la forme bi-N-aire 


PUR UNE RNREE NAN AL TE UNE 


Onassimilera les x; (ou les z;) avec 110 2 Nam 
N coordonnées homogènes d’un point x (ou d’un plan &) 
dans un espace € à N — 1 dimensions. 

La valeur absolue des coordonnées homogènes sera donnée 


par les égalités 
ES 
= DD CAN ER 
i 


TU A ) £U, 
E 


où les e; et g; sont des constantes numériques arbitrairement 
choisies, une fois pour toutes. Un point situé sur le plan, 


dont l'équation est dex — 0, aura ses coordonnées infinies. 


Le plan dont les coordonnées sont proportionnelles aux e; 
sera nommé, pour ce molf, plan de l’infinr. 
Pareillement, le point dont les coordonnées sont propor- 


uonnelles aux g; sera le pornt de l’infinr. 


3° L'élément (x, u) sera la figure constituée par le point x 
et le plan &, en situation telle que 


_ 
w = V'ux— 0; à 
44 


autrement dit : 1° le point est sur le plan; 2° le plan passe par 
le point, 


Il y a dans l’espace € 
F 002\-53 


éléments, car il y a 2N variables x; et w,, liées par les trois 
relations 
LU: Di W — O. 


4° On peut attribuer à un élément (x, u) des paramètres 
ou coordonnées, au nombre de 2N — 3. 


pe 
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ne 7 L D —— = GDS . 

Biienaabordie 16" Ca — ONE — 1, T— Li 

RO CA 0 20 2 0 et lon 
définira &, par la condition © = o. 


On posera enfin les égalités suivantes qui introduisent les 
2N — 3 coordonnées non homogènes 


de l'élément (x, &) : 


DEC TX 
Leye N—1 N y l 
Tes = M 2 NEED 
\j \N—1 


(o) Uj __ UX_1 sal 


UX 
Mas sh ; 
N—1+/ 
AN Eee Ù À AN 1+ 
j 


{ 


Ces formules permettent de passer des À, aux x; et u;, où 
réciproquement. 
S1 l’on possède les x; et w;, on écrira 


MT) : Æ\; .) NN EN : ŒXs 


(1) 


NN — LU UNS), re AN 3 — UN 2 > UNS: 


Si l’on possède les À,, on écrira 


LAN D d0< ONE NE NU 


ui = À\, UX_2—= 3) UX=i = I, 


(2) . 
Ux —= Ày —Ÿ À AN 14 je 
J 


5° Une variété ou multiplicité à s dimensions sera le lieu 
des éléments dont les coordonnées dépendent de s paramètres 
distincts ou sont liées par 2N — 3 — s équations distinctes. 


- On supposera toujours ces équations algébriques et la variété 


sera elle-même algébrique. 


6° On verra dans le corps du Mémoire (6°, troisième 
Partie) que le changement le plus général des coordonnées 
homogènes, dans l’espace € à N — 1 dimensions, remplace 
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l'élément (x, u) par l'élément (y, 6) tel que 
= 821 Ge AT ri] 


où À est une matrice N-aire quelconque avec |A| Æo. Les 
variables x; et uw; sont ce qu'on a appelé contragrédientes. 
Dans l’espace €, l’expression la plus générale de la dualité 
consiste à permuter x; et w;. Cela revient à transformer les 
éléments par le procédé des polaires réciproques, la qua- 
drique de base étant Dre — 0. 
7° Une forme bi-N-aire f ( 


m m : 

, d'ordre m et de classe 
Do NU 
nm, sera une forme mixte, si les x;et u; sont les coordonnées 
d’un élément, c’est-à-dire liées par les relations 


W —O, Lo Up —1I. 


Dans la deuxième Partie de ce Mémoire je donne les expli- 
cations détaillées sur les règles du calcul, en ce qui concerne 
les formes mixtes. 

1\ 


m m j 
Jus 
LU 


8° Le lieu des éléments (x, u) tels que. f ( 


un connexe d'ordre m et de classe m'. L’intersection de 
N, connexes | variété à 2N — 3 — N, dimensions}, 


ï Jr 0 0:9:96) JN=—0, 
sera le lieu des 
coN-3—N6 


éléments communs aux N, connexes. 
En coordonnées À,, l'équation du connexe 


J(æ; u) = f(Li ces ÆN—y, ÆNS Us, Us, ++. Uno, UN, Ux) = © 


sera, en vertu des relations (0) du 4°, 


7 À = 
1 neo Een LA ANT ton daveco = 1e Au > Vu) 
: / 


\ 
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9° Considérons deux éléments infiniment voisins (x, uw) et 
(x + dx, u + du), les différentielles étant, bien entendu, 
liées par les relations 


s 
AE > GP =, CR = > AIO; 


du =D air +Ÿu dx = 0. 


Les deux éléments sont en situation réunie, si l’on a 


D'udr — 0 


et, par conséquent, aussi d'adu — 0, ou réciproquement. 
in coordonnées À, du 4°, la situation réunie est exprimée 
par la relation 


\ 


| Didi dy = A 0 | 
(0) | j G 


JE 19 IN = 0 | 


10° Une variété est intégrale, si deux éléments infiniment 
voisins, pris à volonté sur la variété, sont toujours en situa- 
tion réunie. 

Parmi les variétés intégrales méritent une attention spé- 
ciale celles qui sont formées par les #7? éléments, constitués 
par un point æ (plan w) et les &\? plans passant par x (+ 
points situés sur &). 

En effet, si du; = o ou dr; = 0, on a bien la condition de 
situation réunie. 


11° Prenons une variété w, à R dimensions, où les À, 
soient exprimées à l’aide de R paramètres arbitraires distincts 
CRIS = EN Ne 

On aura 


Da=Y Vale dus = me, 


== 1, 2h 0 0 DIN CO) 
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et, sous le bénéfice de la formule (o) du 9°, 


2. 1,s dis + Dr. 1+ j À; d 
2 — D 


Comme les £, sont des variables indépendantes, il vient 
finalement les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
la variété ® soit intégrale 


/ = \ 
Dhs — AN i,s — 0 | 
(1) | ; ) 

Si 2 nue ER  , 
12° Supposons maintenant ® donnée par 


SOINS ER 


équations 
ACC Gal ce) Du 


Il devra exister S + 1 quantités 7 et p, telles que 
A D ANT d); —rdÀx-, =Y podfo. 
j C} 
Or, si 


fa (J=1,2,...,N—2;0<23<2N—%}; 


dfo= D foadha =D fojd), + fo,x—1 dÀN- 1 +Ù fon-i+5 die 
[l Î 


x 


Alors successivement 


2 CNE ne 2H 


Zn Dia Ge Zsfen- 


5 nr. 
1 (ox 
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Identifions les coefficients des mêmes différenuelles, 1l 
viendra 


a a 
DS EE EN EE 
(e} 


by 


Der 0. 
Lo} 
Éliminant +, on aura 2N — 4 équations entre les S incon- 
nues p, 
ai 
> Pol foj + 145 fo Ni) = 0 


(e} 


(2) : 
DIEOTES M2 CIN 
(e} 


Les coefficients des p, forment un tableau à 2N — 4 lignes 
et à S colonnes. Comme les inconnues p, ne s’évanouissent 
pas toutes, le rang du tableau doit être inférieur à S et le 
tableau doit être incorrect. En effet 


2N—4—S—2N—-4 —(2N—3—R) —=R—1: 0, 
et l’on a plus d'équations que d’inconnues. 


13° Soit P une variété lieu des éléments (x, u). 

Le point x décrira une variété ponctuelle X, le plan w par- 
courra une variété planaire U. 

Il va sans dire que, pour P donné, il existera des relations 
étroites entre les variétés X et U. 

On trouvera dans la troisième Partie, au Chapitre IV, un 
exemple de ces relations lorsque P est une certaine variété @ 
primordiale intégrale. 2 

14° Par analogie avec l’espace ordinaire les variétés à 
une dimension, ponctuelle et planaire, s’appelleront respecti- 
vement courbe et développable. 


———“r 00 
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CONNEXE LINÉAIRE. 


CHAPITRE T. 


FORMES TYPIQUES. 


1° Dans un espace € à 7 — 1 dimensions, on a défini la 


| 


BOOT —1,2,...,7) : 


d’un point x, par x coordon- 
nées homogènes ponctuelles 
æ,;. La valeur absolue des x; 
est définie par la relation 


LT —= > Cl; 
i 


où les e, sont des constantes 
numériques choisies arbitrai- 
rement une fois pour toutes. 
æ, = 0 sera le plan de l’in- 


fin. 


d'un plan w, par n coordon- 
nées homogènes planaires 
u;. La valeur absolue des x, 
est définie par la relation 


== > Lili, 
ë 


où les g; sont des constantes 
numériques choisies arbitrai- 
rement une fois pour toutes. 
u,—= © sera le pornt de l’in- 


int. 


On supposera, bien entendu, quelconque la position du 


plan ou du point de l'infini. 


IL y aura, dans €, "=" points æ, ou plans w. 


4 
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2° L'élément (x, u) est la figure constituée par un point 
et un plan en situation réunte 


De u) 


(æ est sur u; u passe par æ). Il y aura évidemment, dans 
l'espace €, æ°?"—* éléments. 


3° Soit une matrice 2-aire 
A—{a;;] TR NS 2 QUE 


Reportons-nous aux explications, données dans les Préli- 
minarres, sur les matrices, les formes bilinéaires, les substi- 
tutions linéaires, ou collinéations. 

Je nommerai connexe linéaire À la figure lieu des élé- 
ments (x, u) qui satisfont à la condition 


o—A(x,u) =D Cr Up 
jh 

Soient À et deux constantes quelconques. Les deux 
matrices À et AA +uE fourniront évidemment le même 
connexe linéaire 4. 

On pourra donc toujours admettre que l'équation caracté- 
ristique ® 

O—|2E-—A|]—}5E—pE—XA|—|(o—p)E—XA| 


possède une racine nulle. Si la racine nulle n’est pas »-uple, 
une autre racine pourra encore être prise égale à l’unité. II 
suffit pour tout cela de choisir convenablement À et u. 


4° Soient P et Q deux matrices n-aires, de détermi- 
nant =£ o. Opérons, sur les x et les , les collinéations P et Q 
respectivement. 
Le système qui définit le connexe À 
DA) =, d) = Oo 


devient 
OP OR GT) 0) 


= sms 


4 


= 
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Comme la situation réunie doit être conservée, on doit 
avoir 
OP — E 
et, de là, 
OPA: 


\S 


Le changement de coordonnées, exprimé par la collinéa- 
uon P, se traduit donc, sur les équations du connexe, par ce 
fait que la matrice A est remplacée par la matrice sem- 
blable P-'AP. 

On ne considérera pas comme distincts deux connexes qui 

P 
ne diffèrent que par l'orientation. 
L'étude géométrique de X se ramène donc uniquement à 
5 I [ 
celle de la structure de la matrice À ; on n’aura qu'à examiner 
quels sont les successifs du faisceau caractéristique 


oE — A. 


5° Soient un connexe À et A la matrice correspondante. Il 
sera, en vertu de ce qui précède, licite, sans changer la na- 
ture géométrique ou la configuration de À, de remplacer A 
par une matrice quelconque À,, de même structure que A. 

Je choisirai bien entendu A, aussi simple que possible. 

Soit le déterminant caractéristique de A 


NEA | (9 — 2)%(0 — D)P(o — cr. .., [n—=2+8+y+...|, 


décomposé en ses successifs, les racines a, D, ce, ... étant 
distinctes ou non. D'après M. Frobenius (II, p. 21), nous 
prendrons pour À, une matrice telle que 


Ar, u)—=a(riu +...+Zallu) + Lol +... + Lalla 
+ D(Lari dors +... + LarBUa+B) LE Lao Uuti He. 
+ TarplaurB1 Fe... 


A, a-t-elle la structure voulue? M. Frobenius n’en pro- 
duit pas la démonstration. Comme la question à une impor- 
tance capitale dans les présentes recherches, je vais déve- 
lopper cette démonstration avec quelque détail. 

Ann. de Lyon. — XI. 3 
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6° Lemme I. — La matrice n-aire 


a I OMNO =: o O 


OA I O 


OMMOMACRT : . O 

A — : |oE—AÏ—(5— a)", 
OO c : O0 «à J 
ORDER IN TOO 


NT) — Ÿ æu LE Lol eee Tolm-t) 


a un successif unique (p — a)". 


On voit que dans la matrice A : 
Tous les éléments situés sur la diagonale principale sont 
ÉSAUX à & ; 
Tous les éléments a; ;,, sont égaux à l'unité ; 
Tous les autres éléments sont nuls. 


Le système (aE — A) [x ]= 0 se réduit aux 7 — 1 équa- 


tions distinctes 


DL Dj 1 


Le déterminant |aE — A] a le rang n - 1; les premiers 
mineurs de |2E— A | ne sont pas tous divisibles par o — a 


et le lemme est démontré. 
La matrice À est ce que M. Frobenius (IT, p. 19) appelle 


élémentaire ou trréductible. 


7% Leume Il. — Dans la matrice n-aire 
4 5 
a | A O 
nr 
8 | o B 


tout mineur P,,, (n — m)°" el m-are, c'est-à-dire à nm 
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éléments, m°£n, est donné, pourvu que PV, 0, par la for- 
mule 
re A1, Be 
(Fr +Ss— m; PÉGR SE), 


x 


où : 
A, est un (a—r)*""* mineur, r-aire de À ; 
B, est un (B—s)°" mineur, s-aire de B. 
Supposons que, pour former P,,, on ait emprunté : 
à À, r lignes et 7” colonnes; 


à B, »m— 7 lignes et mm — 7" colonnes. 


Je dis que = r. Sir  r, on peut admettre 7 < r,, sinon 
il suffirait de transposer les matrices. 
Si 1° < 7, la matrice »-aire @,, telle que P,, = }@,|, s'écrit 


! ! 
P mm — 7 
EN ES 
r' BE O 
> {(}) 

| or gi nn 
Nr — 7 | [eo] ul, 

{( 


où -& est un tableau à 7 lignes et 7° colonnes, .. 
On a 


P,— D + A8. 


où À est un déterminant 7'-aire provenant du tableau .k, tan- 
dis que #8 est le déterminant (72 — 7" )-aire, mineur complé- 
mentare dans P,, du mineur À. 8 contiendrait #7 — r lignes 
fournies par le tableau B et, par suite, 


| 
| 
| Mm—r—(m—r)=r7—7r 
| 
| 


lignes formées de zéros. On aurait P,,— 0, ce qui est absurde. 
Donc r — 7. 
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Alors le tableau & devient une matrice r-aire; le tableau w 
devient une matrice (m7 — r)-aire. Il vient simplement 


pe | db | | ab |. 
Or |&| est un mineur A, de A; |w]| est un mineur B, 


de B; 7 +s— mm. 
Le lemme est ainsi démontré. 


CoroLLAIRE. — St l’on a la matrice n-aire 


n—AI+R+y+..., 
tout mineur m-aire P,,, tel que 
210 
est donné par la formule 
PE AMBAIC er MSN 
GAS GÉ ES ESF: so) 
où À, est un mineur r-arre de la matrice 
a-aire À, 
La démonstration se réduit à l'application réitérée du 
lemme Il. 


8° Considérons Æ matrices ay, 
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«, étant l’ordre de a,. De plus, chacune des a, aura la nature 
indiquée pour la matrice À au lemme 1 (6°), avec le même 
coefficient a pour toutes les a. Posons 


A; — pE — ay, 


introduisons la matrice n-aire Q et posons 


A, 0 (o) 0 
[e) A (e) 0 
Q=| o ® À; ® Qi Qi 
(o) (e) (0) À; 
avec 
n = Se M Meter Che 


Nommons : 


Q,, un m°"° mineur de |Q|, déterminant (n — m)-aire, 


Lun qi" mineur de | A,|, déterminant (ay — qi}-aire. 


Tout Q,, qui n’est pas —o, s’obtiendra, eu égard au co- 
rollaire du lemme IF, par la formule 


(1) Qu=#+ |], 


ë 
1H — mn Ce du); 
t 


c'est-à-dire 


En 
© 
— 


P— Ÿ ar. OMS, OquE ur 
l 
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Posons { — p — a; on verra immédiatement que : 
I. ER — | A; | =— LEUR 


IT. Parmi les 4} ?, où g, > 0, un au moins n’est pas divi- 
sible par £. | 


Tout cela résulte immédiatement du lemme I. 


9° Faisons d’abord »12k. Alors il faudra, dans la for- 
mule (2) ci-dessus, choisir À entiers, positifs ou nuls, g, dont 
la somme soit #2. Pour avoir, après s'être donné m, tous 
les Q,,, 1l faudra faire ce choix des 9, de toutes les façons 
possibles. En particulier, puisque m#2k, on pourra choisir 
tous les g, posilifs. 

Ayant égard à ce qui a été dit au 8°, in fine, nous pouvons 
remarquer que, pour ces P,, là, à g, tous positifs, chacun des 
facteurs 4 peut être choisi tel qu’il n’est pas divisible par 4. 
Le P,, considéré peut être choisi ainsi de manière à n'être 
pas divisible par #. 

Ainsi : 


Dans le déterminant Q;=|Q\|, le p. g.c.d. des m°#® 
mineurs P,, polynomes en p, ne contient pas, pour m2k, 
le facteur 1 = 9 — a. 


10° Examinons maintenant les mineurs P, où m<k. 
Rangeons les #, en une suile non croissante 


et désignons par e,, la somme des À — m derniers x 
Cm — Lin + Ent ere Lie 


Pour former la somme {formule (2), 8°] 
A 
=D 7 = ee lent, 
Î 


on devra prendre au plus m entiers 4, positifs et au moins 
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k — m entiers g, égaux à zéro. Or (formule [ du 8°), pour 
4= 0, le facteur & se réduit à £#. 

La somme de À — 77 exposants «, quelconques est égale ou 
supérieure à la somme e,, des m — k derniers «y. 

Il en résulte que le P,, considéré est divisible par 


Com 
au moins. 


D'autre part, il existe des P,, où il vient effectivement 


1—= Y— =... — mn 1 0 — 4% 1— dx 2 — + — Jn) 


un au moins de ces P,, là, convenablement choisi, est divi- 


sible par 
ten 
et non par 


lémti Fi 


Nous avons ainsi le résultat suivant : 


Dans le déterminant |Q\|, le p.g.c.d.des m°"% mineurs 
Q,,, pour m< k, est disisible exactement par l°» : 


On = Em + Em+i tee. EE Lyc 
D'ailleurs 
QE CU 
11° Ainsi le déterminant | Q} (8°) est la puissance /” de £, 
où 


D = ECC. 


Le p. g. c. d. des premiers mineurs est divisible exactement 
par €, 
= Co Lo; 
le p. g. c. d. des Ÿ°"% mineurs est divisible exactement 
. par l°" avec 


Cyn — Cyn—1 TT Lyn—ts 


Enfin le p. g. c. d. des Æ"#% mineurs ne s'évanouit plus 
pour 
= @ (oc) 
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Reprenons les matrices a, du 8° et introduisons la matrice 
n-aire P : 


f 
EN o 0 0 0 o 
(o) a; re) (e) re) 0 
P= (0) eo) É ES (o) (e) (e) 
0 (e) (0) a; 0 ro) 


OnaQ—=LE— P. 
Toute la discussion précédente se résume dans une propo- 
silion unique : 


Tuéorème. — P possède les k successifs 
Co) Em) CE Ra) 


Les fondements de la présente démonstration (à parür 
du 6°) sont dus à Weierstrass (E). 


12° Construisons, par le procédé qui vient d’être expliqué 
pour P : 

Üne matrice #7-aire A telle que le déterminant | E — A |, 
décomposé en ses facteurs successifs, soit 


JPE—AIZ=(p—a)#(p— a)... (p— a); 
une matrice #,-aire B telle que, de même, 


LpE—B|—=(e — b)R(o — D) .. (p — b}Pui=s, 


DIN Mate, 


où &a, b, c, ... sont des nombres inégaux quelconques, tandis 
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que les , 6, y, ... sont des entiers posilifs arbitraires avec 


S S 
CET 010 ÿ 


Bo Biz. .., 


No EE 


La matrice Q, n aire, 


Ï 


- aura le type voulu, indiqué par M. Frobenius (5°) et possé- 
dera la structure voulue, car 


(RE — Q]—(? — a)... (op — ao — D) ..., 


| puisque | 
PEeo PE Aloe BE) 


… 13° Considérons le connexe 4, ayant pour équation 
- A(x,u) = 0. En vertu des explications précédentes, il sera 
Jlicite, sans restreindre la généralité, d'attribuer à la matrice 
aire A l’expression simplifiée de M. Frobenius. 

Prenons le déterminant A —|2E— A| décomposé en ses 
successifs 


(ONU EE EN CCC) LOST 
GEÉOÉCTÉ ver 

R— +... + pes + Pot... + Pr + Yo+..., 

M— +... + ap) M = Bo+... + Bi, 
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On considérera toujours pour À lPexpression 
J 


%0 % 4x] Bo 
Lo cb, O O O O 
a, O eb, (0) (o) O 
_ Oo (0) eb}_ 1 oO oO 
] 0 0 : 0 db 0 
où les maïtrices ,, JL, best, ee -RespectiVeent 
æ,-aire, &,-aire, ..., 4x ,-aire, B,-aire, ... sont les matrices 


partielles où composantes de la matrice A. 

Les matrices L,, L,, .. correspondent respectivement aux 
successifs (0 — a)%, (p — a)4, .... Les À matrices L,, 
Lx, Constituent l’hypersystème (a) afférent à la racine @ de 
l'équation caractéristique ® 

APE = A |: 


14° Soil une matrice partielle quelconque L, À-aire, cor- 
respondant au successif (9 — {). La matrice appartiendra à 
l’hypersystème afférent à la racine / de @. 

En vertu de ce qui précède, on aura 


| 


AAC ER LEA NEO 
@ on e) PE O 
O'NONN (e) / ) 
== : : [pE—L)=(— 02 
O0 © Oo (o] 
I 
Oo O (0) ce) l 
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J—=)\—1 


L(3; 6%) +  . ÿ Sir} 


j=i j=i 


= lE(s;#) +w,3z, +... + 0) 12 


Les 2À VE NOSES NRESAS EC C 20 
sont rangées dans un ordre bien défini. 

On pourra sans ambiguïté parler de la première, ou de la 
dernière, des variables 3 ou w. 
Introduisons le symbole (s) tel que 


I pour s20 


AE 0 pour s<o 


Posons L — /E + À. On aura, pour la substitution A, 


N=|2; semer) 


=. Ms ser +pl 
et enfin 
A— 0. 
pour r = À. 
15° Soient (2 — a)“, , (p—a}üi les Æ successifs 


fournis par la racine a de « D. aie æ sont rangés en ordre non 


croissant 


Se > 
Lo ZA Z. = Ay- 


Je rangerai dans un même échelon les successifs et les ma- 
trices parlielles de l’hypersystème (a) de a, qui ont mème 
. valeur pour l’exposant successif 3. L’échelon sera la valeur 
commune de ces exposants. La suite des échelons ne peut 
_ évidemment être que décroissante. 


16° Les notations du 14° sont fidèlement maintenues dans 
la suite et on ne les rappellera plus. 


CHAPITRE IL. 


POINTS ET PLANS FONDAMENTAUX, 
DISTINCTS OÙ CONFONDUS. 


17° Soit un point x (plan u) de l’espace €. Les plans & 
(points +) qui avec ce point (ce plan) forment des éléments 
du connexe À, A (x, u) —o, sont fournis par deux équa- 
tons 
(1) o — Er; 4) 
(2) O—A(zx;u) 


et sont ainsi au nombre de &"-*. 

Si les deux équations (1) et (2) ne sont pas distinctes, on 
aura, par définition, affaire à un point fondamentalé( plan 
fondamental a). 

Un point fondamental £ sera défini, si l’on pose 

MEN JA ce œ) 


par les conditions : 


Phi A;(E), ou PIE 0, 
où P=LE — A et p désigne la valeur commune des rapports 


A;(6). 
6; 


Pareillement un plan fondamental sera donné, pour 


OA (x, u) 


db; ( u) — Le 
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pan en — (1), ou (bE — A’)[n;] —=0o, A’— transposée 
He ('). 


18° Les » équations P[£;] = o, ou symboliquement 
DIAE0; 
doivent être compatibles; d'où 
(1) OA RENE" 


e est une racine de l'équation caractéristique ® de A. 
Faisons, par exemple, 9 = a et voyons comment les condi- 
tions (1) se traduisent sur une matrice partielle quelconque L 
(ra). 
Sil£ a, laE — L|=(a— 1) 0; les conditions 


A[z]=(aE — L)[:]=0o 


donnentsimplement z; —0,7 — 1, 2, ..., À. 


Ta) 


Si { = à, les conditions A[ 3] — o deviennent 
One AN 3, = arbitr. 


19° En résumé : pour avoir tous les fondamentaux £, 
fournis par la racine a de l'équation caractéristique, tl 


faut et il suffit : 


1. Dans une matrice partielle n'appartenant pas à l’hy- 
persystème (a), d'annuler toutes les variables; 
Il. Dans une matrice partielle appartenant à l’hyper- 


système (a), d'annuler toutes les variables, sauf la pre- 
mière ; 


(1) Postérieurement à la rédaction du présent Mémoire, j'ai reconnu 
(1905) que la définition du point fondamental £ pouvait être formulée autre- 
ment, de façon à se prêter mieux à une généralisation intéressante. Les 
conditions pËë; = A;(Ë) expriment une dépendance linéaire entre le point £ 
et son point-image A[2] par la collinéation A. La généralisation consiste à 
introduire une dépendance linéaire entre les À points £, ATET, ..., 
AIfE]. Je compte publier prochainement les résultats obtenus dans cet 
ordre d'idées. 
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IT. D'attribuer toutes les valeurs possibles, non simul- 
tanément nulles, aux premières variables des matrices 
partielles appartenant à (a). 


Cette première variable de chaque matrice appartenant 
à (a) se nommera le paramètre fondamental afférent à la 
matrice considérée. | 

La racine a donne À successifs, À matrices partielles pour 
(a) et À paramètres fondamentaux. 

Il y aura donc &°7' points fondamentaux £,. Ces £, for- 
meront une variêté Æ, à À — 1 dimensions, variété fonda- 
mentale. 

Particularisant tels ou tels paramètres fondamentaux, on 
définira, à volonté, dans €,, telles ou telles sous-varictés. 

Par exemple, on pourra annuler tous les paramètres 
fondamentaux, qui figurent dans les matrices des échelons 
(15°) inférieurs à un échelon donné €. On aura, laissant arbi- 
traires les paramètres fondamentaux restants, une sous- 
variété bien définie, afférente à l’échelon &. 


20° Les plans fondamentaux »,, fournis par la racine a de ®, 
s'oblicnnent exactement de la même façon, à une particula- 
rité près. Le rôle du paramètre fondamental est joué par les 
dernières variables des différentes matrices partelles appar- 
tenant à l’hypersystème (a). 

Il y aura encore Æ paramètres fondamentaux et une variété 
fondamentale H,, à Æ — 1 dimensions. On aura encore des 
sous-variétés afférentes à un échelon donné, etc. 


= + Z à SE x 0 

21° Soit K = Ÿ'k, Ÿ étendue à tous les successifs de la 
4 Æd 

matrice z-aire À, le nombre total des successifs et aussi 


celui des paramètres fondamentaux. 


Tous les points fondamentaux £ sont sur une méme va- 
rièté à K — 1 dimensions. 
Pour avorr les points fondamentaux £,, fournis par la 


POINTS ET PLANS FONDAMENTAUX. 47 


racine a, il faut et il suffit d'annuler tous les paramètres 
fondamentaux ne provenant point de l'hypersystème (a). 
L’énoncé est le même pour les plans fondamentaux à et 4. 


22° Quelle est la disposition mutuelle des £ et des 1? 

Soient a et b deux racines distinctes de . On s'assure aisé- 
ment que : {out plan fondamental , passe par lout point 
fondamental £,. 

La relation mutuelle des £, et des », est un peu plus com- 
pliquée. 

Si l'hypersystème (a) ne contient pas de successifs simples, 
alors, dans chaque matrice parüelle, la première et la der- 
nière variables sont différentes. Alors, comme on le voit de 
suile : /oul plan Na passe par toul point ée 

S ilexiste dans (&) un ou plusieurs successifs simples, alors 
dans les matrices partielles correspondantes il n’y a qu’une 
seule variable. Cette dernière est paramètre fondamental 
aussi bien pour les n, que pour les £,. Le résultat précédent 
ne subsiste plus. Pour un £, donné il n’y a plus que certains 
ÿ, Qui passent par ce point. Îl faut annuler encore les para- 
mètres fondamentaux qui proviennent des successifs simples. 


23° Reprenons (18°) la relation symbolique 
PIERRE) IE 0 
qui définit les £,. Introduisons les # quantités 


B,(æ)— 62. A,(x)—(:E —A)lz;] = P,[æ] = P{x;|, 


“ou, symboliquement, P[x|. Pour 5 =aetx—£,, les B;ont 
un zéro commun. 


24° Egalons x; et o à des fonctions holomorphes d’une 
variable {, en posant 


(0) 
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de facon que, pour { = 0, 


EU) cs Ces SP) = d'e 4 
: dt” j de” 
Quand 7 varie, à partir de |£| = 0, dans les limites de con- 


vergence des séries, le point x déerit un itinéraire 4, pas- 
sant par le fondamental £, 

Je supposerai que le point £ est un point sémple de A. 
Autrement dit, la tangente en £ à 4 sera unique et bien 
déterminée; un au moins des £ ne sera pas nul. Soit, par 


vi 
exemple, £;=£ 0. Alors on aura 
(1) JE Cohen Ci em (eo) 


En vertu de théories bien connues ( Weierstrass, etc.), 
SPRL Us ï | ; à 
l'équation (1) en £ n'aura, pour | y;| et |{| assez petits, qu'une 
seule racine. Cette racine s’évanouit avec 5 — Es 

Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant: À une va- 
leur du paramètre 1 correspond, sur WW, un seul point x. 
Réciproquement, pour un potnt x, pris sur À assez près 
de £, on n'obtient qu'une seule valeur de 1, à module assez 


pelit. 
Supposons, en particulier, po. Alors, pour {=0, 
: dx; ë!. © 
À Gp 00 = co CV de — . Unc au moms de ces tder 


nières 7 quantités est = 0. Il est licite, sans rien changer 
aux résultats ci-dessus, de supposer que la variable £ est pré- 
cisément p — à. Cela revient à faire, dans (0), = 1, g—0 


POUPEE 


258 Soit QICx,; 7,0) un polynomelenir "et 2 
devient une fonction & (4) sous le bénéfice des formules (o) 
du 24°. Supposons que & possède en {= o un zéro K-uple, 
c’est-à-dire que le développement de &({) débute par €". Eu 
égard aux explications du 24°, il est licite de dire que la 
fonction Q possède, au point fondamental € et sur litiné- 
ratre 4, K zéros confondus. 
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Prenons pour Q une quelconque des fonctions 
BE Pr NPA PA: 


du 23°, qui deviennent g; (4). 

Si tous les g; ont un zéro K-uple en { —o, on peut dire 
que le connexe À possède, sur l'itinéraire W, K potnts 
fondamentaux infiniment voisins du point £ où que £ est 
un point fondamental K-uple du connexe où qu'en &. 
K points consécutifs de W sont fondamentaux, etc. 


26° Je vais chercher à construire W, dans les conditions 
y 
du 24° (£ point simple sur A), de façon à obtenir pour le fon- 
damental £ un degré de multiplicité K, aussi élevé que pos- 
5 P ? QUONT 
sible. 


Il faut évidemment et il suffit que, pour { = 0, 


dis 
FT 


avec un, au MOIns, des 2 LS EC 


27° Par simple différentiation on a 


d'q:; a d'x; S r'! GRIP ES Gr; 
CT de” msl(r—s)i dé du? 


S=\ 


— OR ea NT. 


éusonst— 0, ilvendrao—a,x—",et (26°). 


EME à D) 
= 


| (Q) OP D Ts 


| SL 


Les équations Q considérées comme fournissant les incon- 
nues ot, p', ..…, p0), ..., 00 sont compatibles par hypothèse. 
PU) a pour coefficients les £;, avec £,=£ 0. On peut donc ex- 
primer p(° à l’aide de pt", ..., 8”, 0’, c’est-à-dire finalement 
à Paide de ’ seulement. 

Ann. de Lyon. — XII. 


— 
ES 
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o’ lui-même est donné par 
PARAIT EC 
pe’ ne peut être zéro, dès qu’une des quantités P,[£;| est 0, 
ou, symboliquement, P,[£| £o. 
28° L’équation symbolique 
RAR]: ISO CE ER 


exprime que les 7° points 


RE AO ETC) 


sont situés sur la variété fondamentale Æ, (19°), afférente à 
la racine a de l'équation caractéristique ®. L'itinéraire 4 
possède 7 points consécutifs sur Æ,. 

On peut évidemment rendre K (26°) aussi élevé qu’on 
voudra et même infini, en maintenant assez longtemps sur, 
l'itinéraire A. 

J’écarterai cette solution banale du problème posé au 26° 
et je supposerai que Ù n’a en £ qu’un seul point sur ,. Alors 
(27°) il sera licite de faire 


PEREZ 0 et p'< 0. 
Par suite (24°, tn fine), on peut poser simplement 
PDC 
et faire So, pour 6 > 10 dits 
C’est ce qu’on admettra dorénavant. 
29° Alors, le système Q du 27° devient 


PIECE 


(1) ; . 
o0<r<K\; Do NERen 


On en déduit, par un caleul facile, 


{ PL] (—i)rté | 


(@) < : _ 
Lore it O<i=n 


F 
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La formule (@) résout le problème du 26°. Voyons com- 
ment elle se traduit sur les À variables z;, 0 <7£À|, d’une 
composante À-aire L (14°). 

Dérinirion. — L sera inactive ou active pour un fonda- 
mental £, suivant que le paramètre fondamental Z sera, 
pour & et pour L, nul ou différent de zéro. 


30° Soient C; les valeurs des z; pour le fondamental £,. On 
aura évidemment (14° et 19°) 


= Zy( =: 
Posons 


ie 0 UE 
On a (14°) L=/E + A. Sur les z;, la substitution 
P,=aËE—A 
se traduit par la substitution 
D=—(a— PE — A. 
Les formules (@) deviennent 
(o)" | DES ) 


Si L appartient à l’hypersystème (a), D = — A. 
Eu égard à l'expression de A’ donnée au 14° et après départ 
de (— 1}, 1l vient alors 


(0) DORE ) 


31° Supposons d'abord la matrice L étrangère à l'hy- 
persystème (a) qui fournit le fondamental £. L est forcément 
inactive, À — 0. Alors |D|=(a—1{ ) o et (o) fournit 
immédiatement €; = o pour r € K et 
12 K. La por on de l'itinéraire W, afférente à la matrice L, 
résultera donc des formules 


— arbitraire pour 


(o) 2 — 00; (CC), L;=— développenxnt arbitraire. 


nm 
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On profitera de ce que les Ÿ;(4) sont arbitraires pour les 
biffer tous. Les z; seront nuls sur toute la portion considérée 
de l'itinéraire WW. 

Ke (2 SI à 2] A 

La matrice L, étrangère à l’hypersystème (a), ne nous 

renseignera pas sur la valeur de K. 


32° Prenons maintenant, dans l’hypersystème (a), une 
composante L active ZÆ 0. Si, dans les formules (o) du 
(30°), on fait y = 1, il vient 


(1) CAC —i1—r)=r!Z. 
Comme Z £ 0, 
A(i—i1—r) 0 
et 
À—1—7r20, rEÀ—1. 


Mas (2r)r= 0, 12,0, KR; donc 


L’entier K ne peui dépasser l’ordre À d’une composante 
active et K est l’ordre minimum des composantes actives. 


Le fondamental £ étant connu, K s’en déduit sans ambi- 
guité et est désormais considéré comme connu. 


33° Après avoir calculé K, nous construirons les séries 
du 30°, 


à 


(= GR; 2600 t—p—a (28). 


Z j — 


A cet effet, exprimons que le développement en # de l’ex- 


pression (23°) 
B;(x)—=px;—A;(x) 


débute par un terme en 4“. 
Pour les variables z; de la composante À-aire 


L—aËE+A (14°), 


de l’hypersystème (a) considéré, les expressions B; sont, 
puisque 0 — a — {, 


V;(3)=z;— 3; Y(X —1— 7), {f MNO RER ANE 


244 
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On a donc à construire les z;(4) de façon à avoir 
(0) M) = 0) 
d’où, par un calcul facile, on tire 
> P ; 


3; = 3,41 + (F2) 


I j 
% (Fifi +Hbfiate. + Of. 


Si K < À, on pourra faire jy > K. Alors, pour un pareil } 
et dans la formule (1), le terme z,4—' se fond dans le terme 
(F;. On écrira donc 


2j= at ty (K— 7) + 4Kp,(4). 
Mais, Z étant le paramètre fondamental, 
Z—=Z+60(t); 
par suite 
(2) 2,= LUIy(K — 7j) + L0y(K— 7) +4Kp,. 


Sous le bénéfice des conditions (2), l'expression w,; du 33° 


devient 
KMiip,—p,,,|. 


M a Fe Re 
Les conditions (o}), savoir w,;(4) — {“(...),n assujettissent 
à aucune relation les séries entières ®;, 0, qui restent arbi- 
traires. 
On est finalement conduit à la formule 


2j UT Ly(K—j) + 65e; (4) 


3 
fo) JE NX 


dl 


où les ©;(4) sont des séries entières en £, arbitraires, tandis 
que 
= + (K—y)xU — K). 


34° Tenons maintenant compte de la relation 


RE 
= To — Ci, 
ë 
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qui donne les valeurs absolues des coordonnées ponctuelles 
homogènes. Se reportant au 24° [formule (o)], on devra 


V E(s k 
Een El ) Cl = ©, 


è i 


S > oO. 


avoir 


Nommons e;, j —1, 2,..., À, les coefficients e relatifs aux 


variables z; de la matrice partielle A-aire L. On aura 


(4) ER DC 


où le premier D s'étend aux diverses matrices partielles, 


telles que L. 

Il est licite de choisir les e; de façon que, dans chaque ma- 
trice telle que L,, le premier coefficient e, soit seul différent 
de zéro. A la vérité, on relègue ainsi dans le plan de l'infini 
tous les points æ, pour lesquels chaque première variable 3, 
d’une matrice composante est zéro. Mais cela est sans incon- 
vénient pour l'étude des points fondamentaux. Pour un 
pareil point (19°), les diverses premières variables sont les 
valeurs des paramètres fondamentaux el ne s’évanouissent 
pas simultanément. 

IL viendra 


=Ù eZ 
pour le point fondamental considéré £, lui-même. 


35° Salisfaisons maintenant à la condition æ,= 1 pour un 
point de litinéraire 4. On devra avoir, par la formule (3 
du38e 


> NT 
PDT DTA) 


Or déjà 1 => e, 2. Il suffira de faire ©, — o. Les autres dé- 


veloppements © ne sont assujettis, par le fait de x, = 1, à 
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aucune condition et restent arbitraires. On en prolitera 
pour les biffer tous. 
Les formules (3) deviennent alors 


(5) TAC SN EE 


et donnent, sous forme définitive, la portion de l'itinéraire AV 
afférente à la matrice composante L. 

La formule (5) du 35° s'applique de même, avec Z — 0, à 
une composante inactive de l’hypersystème (&) et aussi (31°) 
à une composante L, non comprise dans l’hypersystème a. 

Cette formule (5) est absolument générale. 


36° La formule (5), appliquée aux diverses composantes L, 
définit une courbe unicursale de degré K — 1. 


35° Toute la théorie précédente des fondamentaux con- 
fondus ou infiniment voisins se résume en une proposition 
unique. 


Tuéorème. — Soit £, un point fondamental fourni par 
la racine a de l’équation caractéristique ®. À €, corres- 
pondent sans ambiguïté un entier K (choisi dans la suite 
des exposants successifs a, ..., 4x_,) et une courbe uni- 
cursale €&_,, de degré K — 1, passant par £,. Il y a, sur la 
courbe, K points fondamentaux confondus en En 


38° Les plans fondamentaux confondus s’étudient par des 
procédés analogues. On à une proposition parallèle. 


Tuéorème. — À chaque plan fondamental n, corres- 
pondent sans ambiguité un entier K' et une développable 
de classe K'— 1 tangente à n,. La développable est lan- 
gente à K' plans fondamentaux, confondus en na. 


92 Soient æ. J— 1,2, ...,À/) les À variables planaires 
afférentes à une matrice partielle A-aire L. Le paramètre fon- 
damental W est la valeur de la dernière variable æ, (20°). 

À ) 
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K' s'obtient en considérant les matrices L où, pour ,, 
MW=Z0: 

La portion de la développable, qui correspond à la ma- 
trice L, s'obtient par des formules analogues aux formules(5) 


du 35°, Les À — K’ premiers # sont nuls, comme étaient . 


nuls, au 35°, les À — K derniers 3. 


40° Il n’est pas inutile de vérifier & posteriort tous les ré- 
sultats précédents et de montrer que les développements 
SACS) 
gi(t) = ox; — A[x;]=B; 


débutent par un terme en t“. 


En ce qui concerne la composante À-aire L, lexpression, à 
considérer au lieu de g,(4), est (33°) 


DO) Or). 
Tenons compte de la formule (5) du 35°; il vient 
(= ZéSs,, so, =yK= y) = Kyo r 


Si Z = 0, #; = 0. Si la composante est active, Z £ o, l’en- 
tier K ne peut dépasser (32°) l’ordre À de L. 

Faisons 1£7£K — 1. Les trois entiers À— 1. K—1—7 
et K — 7 ne sont pas négatifs et ont leurs y égaux à l’unité. 
©; — 0, VW; — 0. 

Faisons 7 = K. Alors K — 7 est nul, K——1 est négatif. 
DU, Ze 

Faisons enfin K +1<j£A. Les entiers K — 7 et K —j —7 
sont négatifs, leurs sont nuls, &; = 0 et 1; = 0. 

Un «; nul peut être considéré comme divisible par &*. 
Donc, dans toutes les hypothèses, 


PE\constE 20" 


lion 


A(æx,u) 


CHAPITRE IL. 


COURBES X ET DÉVELOPPABLES ©. 


41° Considérons toujours le connexe %, ayant pour équa- 


=—=(0)6 


Introduisons deux figures nouvelles qu se correspondent 


dualistiquement. 


- Une courbe * sera définie 
. par la propriété suivante : la 


tangente au point x passe par 


_ le point dont les coordonnées 
sont proportionnelles à 


OA (x, u) 


LOE— 


Une développable © sera 
définie par la propriété sui- 
vante : l'intersection du plan 
tangent w avec le plan tangent 
infiniment voisin est située 
sur le plan dont les coordon- 
nées sont proportionnelles à 
dA(æ,u) 


LA) — D 


42° Une courbe (développable) est, par définition, le lieu 
des points x (plans w) dont les coordonnées sont fonctions 


._ d’une variables. 


L'équation différentielle des courbes x sera 


| Œ 72(s) + (AU CE) 
‘à c OA (x, u) 
Aa) =Alr]= ©. 


du; 
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Celle des développables sera 


d È ni 
Fe _. = u;y(s) +Ô(s)d,(u) 
d(u)= Alu] En 


On a supposé, d’ailleurs, la valeur absolue des coordon- 
nées x; ou u; fixée par les procédés du 1°. De plus a(s), 
B(s), y(s), 8(s) sont des fonctions de s, encore inconnues, 
tout comme les fonctions x,;(s) et u,;(s) qui définiront x ou © 


43° Simplifions d’abord léquation différentielle X des x. 
Posons 
D (6) 
Il viendra 
; dA 
D = Ji | ST A | ne 02) 
Posons 


DRE 0} const. 


Il viendra simplemen L 


dy; 
A;(Y) 


= B(s) ds. 
Posons 


e—t= fs, t,— const. 


Le système différentiel X s’écrira définitivement 


dy; 


) Day) ALI 
Posons de même 
u;== P;o(S), 
avec 
mc, Guess mp CONSLE 
et 


AL SNIES, 
il viendra 


(V) 4 "1 :(0) AAA 
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Passons à l'intégration des systèmes différentiels Y et V. 
Cette intégration assurera la connaissance des courbes x et 
des développables ©. Si l’on a, en effet, en vertu de ladite 
intégration, 

JizJi(t), Pi Pi(t), 


x s’obtiendra par les z équations 


AREA A ee Tr. L 


«) AOC AO 0 CO ALTO 


et © s’obtiendra par les x équalions 


(2) hi — = 


sans qu’on ait à se préoccuper des fonctions @, 6, y, à, 0, © 
de la variable s. 


44° Voyons de quelle façon les relations (Y ) se traduisent 
sur les À variables z; de la matrice composante À-aire L, 
L = /E + À, introduite au 14° (!}, savoir telle que 
L(z, w)=IE(z, w) + m3 +...+ amis. 
Il viendra 
OI rEUrE NIET 


Posons 
a QUE 
alors, après départ de e”, on aura simplement 


Er —AlK,]. 


Alors, par un calcul simple, 


(1) Plus exactement, les 3; désigneront celles des variables y; qui appar- 
tiennent à la matrice L. 
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ei 
to) ur: d Gi 


“1 


= —— —=0 
de ? 
Car 


No (Go) 


Ensuite, puisque (14°) = A[G]= GA —1- 7), 


r—)—1 


G == D Crl"— polynome arbitraire en £, de degré À—1—#(4). 


r—=0 
Go), Go) EE, GO (C) 
GE) "const. 


On écrira, un peu autrement, 


97-10 


s= eg (D, D eu (6), 
r—=)—1 
à Ci 4 
CC > Cr? c,= arbitr. 
r—=0 


45° Pour obtenir la courbe x, il faut avoir égard à la con- 
dition 
AN. 
ë 


On choisira les coefficients e comme au 34°. Autrement 
dit, parmi les coefficients e;, relatifs à la matrice L, e, sera 
seul différent de zéro. Alors 


Co Dci: et l’on écrira Deco, 


> s'étendant aux diverses composantes. 


Cela posé, la portion de la courbe X, afférente à la com- 
posante L, s’obtiendra par les formules que voici : 


eltoti—1) (6) 


(X) QUE ® 
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46° La développable © s’obtiendra par un procédé ana- 
logue. Viendront les formules que voici (voir 39°) : 


CLOSE) 


La 
> petv(s ) 


2 


(D) SV; — 


VON SN —arbitr, 


à condition que l’on ait 
UT => NAUON 


iles y étant analogues aux € du 45°}, > s'étendant aux 
diverses composantes. 


47° Les courbes x (développables ©) ont, avec les points 
(plans) fondamentaux des relations étroites que nous allons 
étudier. 

Reprenons les équations différentielles du 42° : 


dx, 

(X) DE = Sia(s) + B(s)A;(æ), 
du; 

(U) = uit(s) + 2 (s)i(u). 


Supposons d’abord que le point x (plan &) n’est pas fon- 
damental. Alors sont distincts les deux points x et A[x], ce 
dernier ayant les A;(x) pour coordonnées. De même sont 
distincts les deux plans wet A’[w], ce dernier ayant les 4;(4) 
pour coordonnées. 

Les seconds membres des relations (X) ou (U) ne s’éva- 
nouissent pas simultanément. 

Par conséquent : 

I. Par un point x de l’espace non fondamental passe 
une el une seule courbe X. 

Il. À un plan u de l’espace non fondamental est tan- 
gente une et une seule développable ©. 
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48° Lemme. — Si, sur une courbe X (développable ©), 
le point (plan) courant tend vers un point fondamental & 
(plan fondamental n), la variable t des formules (X) 
ou (©) des 45° et A6° ne peut rester finte. 

S1 4 reste finie, on peut faire, sans restreindre la généralité, 
{= 0. Alorsil vient, pour le point ë, 


eV (0) 


Bj= ———; 


DETO 
Han (o)h: 


Ty UC) 


et les dénominateurs ne peuvent s’évanouir qu’avec tous les 
numérateurs, puisque £ ou n ont des coordonnées finies. 
Comme les e, et y, sont des constantes numériques quel- 
conques, il faudrait, dans cette éventualité, avoir, pour 
chaque maurice composante, 


pour le plan n, 


Oo) = Vo) — 0, 
Ann VO) Co) =) (oo) = 0 

c’est-à-dire 

o({)=0, W(E) =, 

ce qui est évidemment absurde. 

Nommons donc ®, et W', les constantes non nulles aux- 
quelles se réduisent, pour £ = o, les deux dénominateurs ® 
et Wdez;et;. | 

On devra avoir, eu égard aux théories du Chapitre I, 


w(o . 
Zi — eo — Z — paramètre fondamental, 
. 0 
our 
P ; w(i=1)(o) : 
Bj = 0 et OCR) ON 
D; 
fl 
o O ï 
| Pi — “10) = W — paramètre fondamental, 
pour ñ ; 


= Oct à WD(o) = ©. 


| ÿ7 (0) 
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De là 


(Et) — Pb, 2 — const., W(E) = 6 W = const. 
Alors les formules (x) et (©) deviennent 


O7, MW) 
CH) es RENE LT 0 PTT ANT 19) 2, ————— 
D e, DoZe!t Ÿ NY, We! 


avec (14°) y(s) = o ou 1 suivant que s 0 ou sZ0. 

Soit ({) l’hypersystème qui correspond à la racine / de 
l'équation caractéristique. Les paramètres fondamentaux, 
qui définissent le point fondamental £ ou le plan fonda- 
mental y, sont nuls pour toutes les composantes qui n’appar- 
üennent point à (/), si l’on suppose (ce que nous ferons pour 
fixer les idées) que £ et n sont fournis par la racine L. 

Les sommes dénominateurs 


p => e; P, Le!t, y =Ù x w', W e!! 


ne comprennent plus que des composantes actives, Z =£ o ou 
um. _W-o,qui appartiennent forcément à l'hypersystème (/) et 
l'exponentielle e* vient en facteur. Cette exponentielle dis- 
parait haut et bas dans les fractions qui donnent z; et w;. 
| Alors =; et w; sont des constantes. La courbe X (dévelop- 
un pable ©) se réduit à un point (plan) fixe, qui est évidem- 
| ment le point (plan) fondamental considéré. 
C’est là un cas tout particulier que nous excluons et le 
| — lemme est démontré (). 

IL faut donc étudier ce qui se passe pour |{| — + ou pour 
Ai — 0. 


(1) Peut-être est-il à propos d'expliquer que, dans le présent Chapitre, 
el! n’est pas la quantité et, élevée à la puissance d’exposant /. Suivant 
Pusage, elt est l'exponentielle, fonction uniforme : 
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49° Voici le problème qui va nous occuper maintenant. 


La portion de la courbe X, afférente à une composante L, 
d'ordre À, dépend des À paramètres arbitraires, qui sont les 
coefficients c,, €,, ..., & =, du polynome p(4) (45°) ILya; 
pour toutes les matrices composantes telles que L, de la ma- 
trice À, n =D pareils paramètres. La courbe X tout en- 


tière dépendra des 7 — 1 rapports de ces x paramètres. 

D'autre part, X passe, par hypothèse, par un certain fon- 
damental £, par exemple, fourni par la racine / de l'équation 
caractéristique. 

Enfin, dans le plan de la variable complexe 4, & devient 
infini (ou {-' tend vers zéro) suivant un certain ilinéraire w. 
Comme le point "= oest, pour la fonction exponentielle e!, 
un point singulier essentiel, le choix de w n'est pas indiffé- 
rent. 

Tout cela posé, le problème proposé consistera à établir la 
dépendance mutuelle qui lie ensemble : 


Le fondamental £,; 
L'itinéraire w ; 


Les n — 1 paramètres, qui définissent la courbe x. 


5o° Dans la matrice L, le degré effectif du polynome 
o(1) (45°) ne dépasse pas l’ordre À de L diminué d’une 
unité, mais peut être moindre, pour une certaine courbe x. 
Ce degré se nommera catégorie de la matrice L, pour la 
courbe x considérée. 


51° Reprenons les formules du 45° qui donnent la portion 
de la courbe X,, afférente à une matrice L. Ecrivons-les un 


peu autrement, SAVOIr 
RER D 
NÉE eltp(i1 (6) 


Dans la somme ® mettons en évidence : 


1° Le coefficient €, de la matrice L elle-même; 


, 
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2° Les coefficients £ et les polynomes f(L), analogues à 

o(1), des matrices autres que L, mais appartenant au même 
hypersystème (/) que L; 


1 
nent à des matrices L/ des hypersystèmes (7°), l'=£ L. 


3° Les coefficients £’ et les polynomes F(/) qui appartien- 


On aura 
= el) CO UIE V'e P(4)et 
el 
ENS a 1 fi UNE (LE) Ê à 
(0) FE DE à Dee ATEN 


IL faut chercher la limite, pour { — +, des expressions z;' 
Be divers polynomes tels que ©, f, À, 00,1," peuvent, 
dans le calcul des limites, être supposés réduits à leur terme, 
d'exposant maximum, en 4. Tout se ramène donc au calcul de 

— Jim p, D CUP 
t—\ © 
où p est entier réel, tandis que 7» est une constante complexe 
quelconque. 


52° Mettons en évidence les arguments et les modules, 


posons 
s=iers m — Me: iv. mt = MT et. 


De là 


| p| — T2 eMTcos(tT— fr }, 


ape MS (ct): 


& dans son plan s'éloigne à l'infini suivant un itinéraire w. La 
variable +, dans son plan, décrit un itinéraire V. Considérons 
enfin la figure ci-après, où les flèches indiquent le sens po- 
siif des axes. 

Oùx—T cos(r — 1), 

OB=T sin(r—), 

ON 

Ann. de Lyon. — XI. 5 
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On sait que, pour 77 et { réels, on a, quel que soit l’en- 
uicr p fini, 
OË==100 pour mi—= + 00, 


O'—=10 pour ml —=— 0. 


Une discussion élémentaire conduit aux résultats suivants. 
Si w est tel que & s'éloigne à l'infini sur O M et dans le sens 
positif, | #| devient æ et Q — +. 


Lig. r. 


0 X 


Si w est tel que & s'éloigne à linfini dans le sens négauf, 
|»| tend vers zéro et Q = o. 

Supposons que, pour un certain w, & tende vers &,, à 
distance finie. Alors Ou, = lim T cos(r — p)etcos(r —u) 
tend vers zéro; sin(r — um) tend vers Ær; Tsm(r—wu) 
devient infini. |Q| = +, pour p=>0;|Q}=0, pour p<o: 
Pour p —=o,}e| tend vers une limite finie, mais arge est 
infini. L'itinéraire V de 6 admet un cercle asymptote ayant 
son centre à l’origine. Q est indéterminée tout en restant 
finie. 

nfin Q est complètement indéterminée, si, £s’éloignant à 
l'infini, les points x et 6 ne tendent vers aucune limite. 

Notons que, dans la discussion précédente, où m0, 
Q est nulle, infinie, indéterminée, mais jamais finie. 

Si l’on voulait avoir une Q finie et bien déterminée, diffé- 
rente de zéro, 1l faudrait faire 


NM = O el p— 0: 


Alors 6 — const. 
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Mo Soient: 
e,, ©», .. des expressions, en nombre fini, du type 6; 
£1, L», --. des constantes numériques arbttraires; 


b l'expression 
D — 9 0 + Lea... 


v la limite de v pour { = +. Nous admettrons comme évident 
l'énoncé suivant : 


Pour que v soit infinie (ou indéterminée), il faut et il 
suffit qu'une au moins des » ait une limite infinie (ou indé- 
terminée, aucune des autres n'élant infinte). 


Pour que v soit zéro, il faut et il sufjit que chacune des 6 
tende vers zéro. 


54° Nommons x la position limite du point courant x sur 
une courbe X, quand { devient infinie ou { ! nulle. 


Puéorème. — x est toujours un fondamental, c'est-à-dire 
pour tout choix de l'itinéraire w. 


La proposition devient évidente moyennant l'établissement 
de deux lemmes. 


Lemme PREMIER. — Pour x et dans une matrice partielle 
quelconque L, la coordonnée z;, j > +, est toujours zéro. 


En effet, écrivons (51°) 


= , 7 
pie, = + > e, En ee > e! == etl—We, 

Si o(1)—0, toutes les À variables z; de L sont nulles tout 
le long de x et le lemme n'est pas infirmé. 

Si o(t) 0, le quotient o : #7" a le degré de son numé- 
raleur supérieur à celui de son dénominateur. Ce quotient a 
pour limite « et il en est de mème pour z;' (53°), puisque 
les e,, e,,e,, ... sont des constantes numériques arbitraires. 


Ainsi z; tend vers zéro. OR CD: 
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LEmme secoxn. — Soient L et L' deux composantes quel- 
conques, où, pour %, les deux premières variables z, et z, 
ne sont pas nulles. L et L' appartiennent au méme hyper- 
système (L) et ont même catégorie (50°). 


Prenons, en effet, les équations de la courbe x (45°) 


MoN 010 00 00 OT DONC DID 00 5: 910 


Le quotient 
CU CE. 


FA 

où g et g' sont les catégories (50°), doit, pour { = æ, tendre 
vers une limite bien déterminée, mi nulle ni infinie. Cela 
exige (52° in fine) l'— 1 = g'— q = 0. Alors l=W, les deux 
matrices apparlennent au même hypersystème; les deux 
catégories sont égales. 

En résume, pour le point x, dans tous les hypersystèmes, 
sauf un, (/) par exemple, toutes les coordonnées sont nulles; 

Pour ({) lui-même, ne sont différentes de zéro que tout 
ou partie des premières coordonnées de chaque matrice. 

On reconnait ainsi que le point x est fondamental. 

Ge Do enr 


55° x coïncide avec tel ou tel fondamental suivant le choix 
de l'itinéraire w. 

Supposons que x coïncide avec le fondamental £,, fourni 
par la racine / de l’équation caractéristique. Attribuons à &,, 
dans la matrice L de ({), le paramètre fondamental Z =£ o. 
Comme les coordonnées de €, sont connues, par hypothèse, 
on connaîtra (54°) quelles sont celles des matrices de (/) qui 
ont même catégorie que L. Cela fera annuler déjà un certain 
nombre des paramètres €, (44°) qui figurent dans ces 
matrices-là. 

Soit maintenant dans l'hypersystème (7), l'Æ 1, la ma- 


(l 


trice L', dont la première variable z, s'exprime, sur X, par 
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l'équation 


I) 
tandis que 


P3, — 


p(t)elt 


pour la matrice L elle-même. Comme, pour {— +, 3, tend 
vers 2, le quotient 3° :z=, doit tendre vers zéro, puisque z, 
doit s’évanouir à la limite. Donc 


RO Co) ci. Q et étant les 
catégories, 1l faut avoir 


lim[ CeU—0440-1] — 0, 


puisque c =£ o par hypothèse. 
Prenons un certain itinéraire w. Les procédés du 52° 
donnent toujours la limite de 


p — etl-De@-1 


_Si cette limite n’est pas nulle, mais infinie ou indéter- 
minée, 1l suffira de faire C = o. Cela revient à abaisser con- 
venablement les catégories des composantes L’, c’est-à-dire 
à annuler un certain nombre des paramètres arbitraires dont 
dépend x. 


56° En résumé, une discussion plus ou moins laborieuse, 
mais dépourvue de toute difficulté théorique, nous mettra 
toujours à même, grâce aux procédés du 52°, de considérer 
comme résolu le problème du 49°. 

Les formules du 45° représentent l'intégrale générale du 
Système des équations différentielles (X) (42°). Existe-t-1l 
des courbes X, issues d’un point fondamental, et solutions 
singulières du système (X)? Cette supposition n’est pas 
absurde. 

Je n'ai pas cherché à élucider la question. Cela m'aurait 
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entrainé trop en dehors du cadre principal des présentes 
recherches sur les formes mixtes. Mais le problème est inté- 
ressant. [l devra être traité par les méthodes de M. Painlevé 
(Leçons sur la théorie analytique des équations differen- 
telles. Paris, Hermann, 1803). 


57° On traitera par une discussion tout à fait analogue à 
la précédente (48° à 55°) le problème relauf aux rapports 
mutuels entre les plans fondamentaux et les développables ©. 

On remarquera que les courbes X, d’une part, les dévelop- 
pables © d’autre part, sont la généralisation de ce que Clebsch 
anommé, dans le plan, courbes de coïncidence principale TV, 
pour le connexe linéaire 4. 

En effet, dans le domaine ternaire r = 3, la courbe T a, 
par définition, pour tangente, la droite w qui, avec le point x, 
donne l’élément du connexe. Le point dont les coordonnées 
sont A;(x) est sur la droite w et il vient l'équation (X) 
du 42° 

dx; 


RS 0 (s)+B(s)A;(x). 
Aïlleurs (VIIT) j'ai étudié les relations, dans le domaine 
quaternaire x — 4, des courbes X avec l'équation de Jacobt 
dans l’espace. Il ne serait pas difficile de généraliser ces 
théories pour 7 quelconque. Je le ferai peut-être dans un tra- 
vail ultérieur, plus spécialement consacré au Calcul intégral 
(équations aux dérivées partielles du premier ordre). 


8 —— 


CHAPITRE IV. 


APPLICATIONS. 


58° Je me propose d’appliquer les méthodes générales qui 
ont été exposées dans les trois Chapitres précédents, à 
étude de quelques cas simples, où 7 = 3, 4 ou 5. 

Le cas » — 3 est celui, bien connu, du connexe linéo- 
linéaire plan de Clebsch. Le cas » — 4 a été traité par moi 
dans le Mémoire de Bruxelles (‘), mais par des procédés 
relativement élémentaires et assez laborieux. Les procédés 
généraux actuels permettront d’abréger et d’alléger la dis- 
cussion. 


59° Prenons le déterminant caractéristique 


décomposé en ses facteurs successifs. On peut toujours (3°) 
admettre qu'une racine est zéro et qu'une autre racine est 7. 
Alors on écrira 

MA) = (tr Nbre nt 


(o) 


| DE cr mn NP Burt 


Lemme. — Une racine de l'équation caracléristique ne 
peut fournir plus de n — 2 successifs. 


Supposons, en effet, dans la formule (o) ci-dessus 


(1) VIII de l’Index Biblhiographique. 
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k=> n—2. Pour r —o, la matrice rE— A a ses premiers, 
seconds, ..., (f—1)"% mineurs tous nuls. La matrice A 
a le rang na —k, c’est-à-dire 1 ou 0. Pour le rang zéro, A 
disparait. Pour le rang 1, a;; = p;q;; alors 


A(æ,u) = Daius= (pu) (Sa). 


Le connexe est décomposable. C’est un cas particulier, 
sans intérêt et que l’on exclura. 

Dans ce qui suit, À = n — 2 désignera le nombre maximun 
de successifs que peut fournir une racine de l'équation carac- 
léristique. 


6o° Je désignerai par 
ED ou ni 


les coordonnées du point fondamental £, ou du plan fonda- 
mental 1,, fourni par la racine L. 


61° Je nommerai X; et U; les points et plans tels que 
Zi 0 ou UE A0) 


les autres coordonnées étant nulles. La condition (1°) x,=1 
où ü,—=1 donne 


J I 
CPR EE) = 
ei si 


X;et U; sont le sommet et la face opposés du »-èdre de ré- 
férence (n = 3, triangle de référence; n = 4, tétraèdre de 
RÉFÉRENCES DE 

Gi° bis Pour n — 3 ou 4, je considérerai successivement : 


L'énumération des types; 

Les points fondamentaux ; 

Les courbes € (Chapitre IT) de degré K — 1; 
Les courbes X (Chapitre IT). 


Le lecteur verra facilement, par dualité, ce qu’il en est des 
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plans fondamentaux, des développables © (Chapitre IT), des 
- développables analogues aux courbes €. 
Enfin Æ = n —2 aura la signification indiquée au 59°, 
un fine. 

= 6 Re 
62° Il y a trois racines dont chacune ne fournit qu’un seul 
_successif. 


Énumération des types. 


On voit qu'il y a seulement trois types : 


Ar(r—1)(r—a) 3 racines distinctes, 
BI]. = r°(7 — 1) DD) » 
BIT =} 1 racine triple. 
TYPE A. A(æx,u). 
0 Oo o 
I. ( © x © | AEHANOUREO Ua Lo E A3 T3 
o (O0 
& OO 
I. ( 0 © o ) Li La U3 L3 
| O © 
® ro 
SIT. ( ® ©'i ) Hi Ci-E Un L 
OO O 


Points fondamentaux. 
63° Pour le type I, 
4 CDN ESC EX 


Pour le type II, 
| ED X, 
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Courbes €. 


64° Le type [ n'en comporte pas, ni la racine simple du 
type IL. 
La racine double nulle du type I donne la droite U, 


D Do ils Da —I0: 


où Z est le paramètre fondamental. Il y a donc deux fonda- 
mentaux confondus en X sur la droite U,. 
La racine triple nulle du type LIT donne la conique € 


D — Li D PU Vol LIL O7 


Il y a trois fondamentaux confondus en X, sur cette 
conique. 


Courbes X. 
OUR 
Type. 
I. D = Ce DT — CC: DES — C5 CES 
IL. PL = Co + Cul; = Cry PTS — CCS 


1 12 


L- 
| PT —= Co + Cl Co PTo— Ci + Col, PTS — Co; 


LIL. 


2 

: TC LC 
2? — 92 d3 +222 = — - 2 )—0; 

à CR IC 


coniques tangentes en X, à la conique € du même type, et 
surosculatrices en X., à la conique fixe x; — 2x,%, = 0. 


66° Chaque racine disunete fournit un ou deux successifs. 


CS 
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BMPE Ar) —|rE—A|. Racines de l'équation caractéristique. 
ET. r(r—i1)(r—a)(r—b) quatre racines distinctes, o, 1, &, b. 
DL: r(r—1)(r7—a) | trois racines distinctes; racine double 
BIT ATEN) (Ca) | nulle; unité et &, racines simples. 
D (7 1) LR 

4 LE deux racines distinctes, dont chacune 

IV. r.r(r —1) 
: double. 

ML  rr(r—i)(r—i) NE 

3 VI. 1 (r— 1) | deux racines distinctes; racine triple 
BE ur 77 — 1) | nulle; une racine simple. 


"IX. 7 | 
De 787 une racine quadruple nulle. 


EXT. FF? 


Voici maintenant la correspondance entre les numéros des 
types, soit (nouveaux) dans le présent travail, soit (anciens) 
dans mon Mémoire de Bruxelles (seconde Partie, Cha- 
 pitres II et HI). | 


Tyres 
nouveau. ancien. ; 

[l Il 

IL II 

III VI 

IV IT 

V VII 

VI VIII 

VII IV 

VII IX 

3 IX V 
; X Oublié 

XI Ne 
\ Énumération des types. 
C7" 
Type. A. A, u). 
DROONO® 0 quatre hypersystèmes 
18 Sr Ua Lo Az dy + VA, U, : 
OO TO 
L NOR OO b CEE VX 


IL. 


INT 


VE 


N> 


VI. 


VII. 


IX. 


OMONOME OMCMCMO 


OMONCAC 
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À, A(x, u). 
EM trois hypersystèmes; (0), avec ma- 
GORE trice binaire 
OA 
& © à Uy Lo + UsL3 AU, Li. 
CARS trois hypersystèmes; (0), avec deux 
° Q matrices d'ordre wn 
Où HO 
OMONT U3 T3 + AU, Ty. 
ERA ES deux hypersystèmes, chacun avec 
DER matrice binaire 
OMRITEL : 
O O I U, Lao + Ua L3 + U3L, + U, Li 
\ S 
PNG OIEO deux hypersystèmes; (0), avec deux 
91010 matrices; (1), avec matrice binaire 
OÙ AT OUI 
So Us D Se ELU 
DO 0 les deux hypersystèmes ont chacun 
DER. deux matrices 
OMAN O 
ONOM U3 Ds U, Li. 
RES) deux hypersystèmes; (0), avec ma- 
DHL trice Lernaire 
OMONMO 
»n on PREDE Tan = Tin Ten 
HUE deux hypersystèmes; (0), avec deux 
PHONE matrices, dont une binaire 
OMONO 
OO U Lo + Ur. 
; \ ; 
LOS hypersystème (0), contenant une ma- 
CO trice partielle quaternaire 
ORO EN 
O O O U La + Ua L3 + Uz Lie 
ONE S hypersystème (o), contenant une. 
CLS matrice partielle ternaire el une 
€ ù 1 
SON matrice d'ordre un 
Os 101240 Un La + UD, 
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D'LvreE. A. ANCZRU)E 
DER RRE hypersystème (o), avec deux ma- 
© ©! 6 e re 
XI. trices binaires 
< @ © @on 
O © ©. © Ua + Uydys 


Points fondamentaux. 
68°. 
TyrE I. 
Il y a quatre fondamentaux, sommets du tétraèdre de 
référence & : 


AUS AUX, LD AUX 
Tyre IL. È 
Trois fondamentaux aux sommets de & : 
OX; CURE ÉD 


4e 


Type II. 
EUX" AO, 


… La racine zéro fournit comme fondamentaux les & points 
Meladroite x, — x, — o. 


Tyrs IV. 

ÉD XE AU=S=XS 
Type V. 
ÉUDERNE* 


- La racine zéro donne comme fondamentaux tous les 
points de la droite x, — x, — o. 


MyPEM VI 


La racine zéro donne les + points de la droite +, = x, = 0; 
laracine 1: donne les æ points de la droite x, = x, = 0. 
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Type VIT. 


k : k 
AU X;, EUX pe 


Type VIII. 


EM) — X,. La racine zéro fournit les æ points de la droite 
RO O0 
Tyre IX. 
EX. 


TyrE X. 
Sont fondamentaux les & points de la droite x, = x, — 0. 


Type XI. 


Sont fondamentaux les © points de la droite x, = x, = 0. 


Courbes €. 


69° Ne donnent de courbes € que les successifs de À qui 
ont un exposant supérieur à l'unité. Voici ce que l’on trouve : 
Type I (racine double zéro). 
€ est la droite x, = x, — 0. IL y a sur cette droite deux 
fondamentaux confondus en X.. 


Type IV (racines doubles o et 1). 


Deux fondamentaux confondus en X, sur la droite €, 
Z3 = X,—0. Deux fondamentaux confondus en X, surlda 
droite, — 10: 


Type V (racine double. 1). 


Deux fondamentaux confondus en X, sur la droite 
LI L—i0: 
Type VIT (racine triple zéro). 


Il y a trois fondamentaux confondus en X, sur la co- 
nique € 


c'est-à-dire 


ÿ 
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Tyvk VIT (racine double zéro). 


Deux fondamentaux confondus en X, sur la droite 
LE NN 

Type IX (racine quadruple zéro). 
Quatre fondamentaux confondus en X, sur la cubique 


gauche € 


DU, at al, DU: 
TyrE X (racine triple nulle). 
Trois fondamentaux confondus en X, sur la conique € 
Ty —\O}) CAEN RO D — UE 
OL NT me CN C3 
Type XI (deux racines doubles nulles). 


Deux fondamentaux confondus en X, sur la droite € 
ec, — 0. Deux fondement confondus en X, sur la 
Roi Ex, — x, — 0. 

…. La conique € du type VIT est tracée dans le plan U,. Elle 
a la forme schématique ci-dessous : 

SRE ES 
X2 


x 
X: = 


La cubique gauche € du type IX est tangente en X, à la 
droite X, X, ; le plan osculateur en X, est U,. 


70° Je représenterai ces diverses dispositions de points 
fondamentaux par des figures schématiques où 


© sera un point fondamental, 
— sera une droite de points fondamentaux. 
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Le tétraèdre & de référence sera uniformément indiqué 
comme ceci : 


© point fondamental ; 
— droite dont tous les points sont fondamentaux. 


Fig. 5. 


EU 


VI 


IX 


Courbes X. 


qi Noici maintenant les formules qui donnent les 
courbes X dans les onze cas. 
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. dar Ste 
DT — PTS DES — DT, — ; re 
à arbitraires, 
CA Bet 40e“! d,ePt 0 Pos 
Yo» 90 
n C Ci 
Co + Ci Ci Vo’ 09e%t UN 
: Vo» 05 
; (24 « 
%0 Bo oc Ô € e 
Yo 00 
£ L £ Co Ci 
Co + Cil €, el(d;+d;t)  etd, 
dis di 
CE) 
% Bo (CEE Gt) Ci DE LES 
Cos C1 
os À 
49 0) 
4 8, Yo’ dpee SPAS 
os Vo 
1 d CAC 
Co + Cit + 7 Cl? Ci + Col C> CA D 
: 2: 4 C2, % 
CAC 
Co + Cit Ci d, ap é! He 
L di, % 
Û I 1 5e 
Co Cl —Cnl+Cl CiCb+C  Cot Cal Ge RS 
: 2! 3! 2! CAN CS 
ï | : er Ge 
Cam Cl te = CE Cet Cal C2 0 ne 
DA Cas en 
s ë C Ci 
Co + Ci Ci dj + dit di AE 
dos di 


_ Pour les trois derniers Lypes, les courbes X sont algé- 
. briques et même unicursales. X est une 


cubique gauche pour le type IX 


conique » » X 


4 | droite » » XI 


On construira toutes ces courbes sans difficulté. 


Ann. de Lyon. -— XII. 6 
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n =), R= à 


72° Je me bornerai à donner l’énumération des 24 types. 
La construction effective des matrices, fondamentaux, 
courbes € et X, ... est fort longue, sans présenter désormais 
aucune difficulté théorique. 

Chaque racine distincte de l'équation caractéristique donne 
jusqu’à trois successifs. Voici toutes les expressions possibles 
pour A(r)=}rE— A|. 

Cinq racines distinctes 
1. r(r—i)(r—a)(r —b)(r —c). 


Quatre racines distinctes dont une double 


IL. r(r—i)(r—a)(r —b), 
IT. rr(r—i)(r—a)(r —b). 


Trois racines distinctes dont deux doubles 


IV. r°(r—1) (1 — à), 
V. rr(r—1) (7 — a), 
VI. rr(r—i1).(r—i) (r—a). 


Trois racines distinetes dont une triple 


VII. 15(r—1)(r — à), 
VIIL. r(r—i)(r— a), 
IX. PRG ENUrRE &) 


X nr — 1), 
XI 1 r(r — 1) 
XIE. Pr? (r — 1), 
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Deux racines distinctes : une triple et une double 


XIV. nr — 1), 
XV. DCE 0) 
XVI. nie — 1)?, 
XVII. ré(r—1)(r —1), 
XVIII. PTE 
XIX. Pr (r—i)(r — 1). 


Racine quintuple : un ou deux successifs 


XX. n, 
XXI. Pre 
XXII. po 


Racine quintuple : trois successifs 


XXIIT. FOPIPS 
XXIV. TETE 


On trouve ainsi les vingt-quatre types annoncés. 


73° En comparant la discussion du présent Chapitre avec 
celle qui remplit les trois premiers Chapitres de la seconde 
Partie de mon Mémoire de Bruxelles, on voit quelle simplifi- 
cation introduisent dans la matière les successifs (Elemen- 
tartheiler de Weierstrass), c’est-à-dire les rvartants pro- 
jecuifs d'un faisceau linéaire 


À À + A 
de matrices »-aires. 
Aucun géomètre, jusqu’à présent, à ma connaissance du 
moins, n'a construit les invariants projectifs du système 
linéaire de x”*-' matrices -aires 


A, + A+. . + Non ANS 


Pour ce motif, il semble prématuré d'aborder la construc- 
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tion d'un système de plusieurs connexes linéaires, dans un 
espace à un nombre quelconque de dimensions. 

On n'aurait à sa disposition que les procédés qui figurent 
dans la seconde Partie de mon Mémoire de Bruxelles, aux 
Chapitres V à IX. Ces procédés, encore maniables sur le 
terrain qualernare 7 —/4, deviendraient trop laborieux 
pour n > 4. 

Dans cette première Partie, j'ai désigné le nombre des di- 
mensions de l’espace par # — 1 et non N — r. Je reprends 
dorénavant la notation N, car la lettre x à, dans la théorie 
des substilutions crémoniennes, une autre signification con- 
sacrce. 


Æ 


DEUXIÈME PARTIE. 


ALGÈBRE DES FORMES MIXTES. 


CITAPITRE I. 


GÉNÉRALITÉS. 


1° Rappelons d’abord les principes fondamentaux de 
l’'Arithmétique et de l’Algèbre. 

On suivra le mode d'exposition et la terminologie de 
M. Kônig (IV). 


Soit ® un système com prenant des grandeurs ou {ermes 
%, 4, 3, 5 8, 8, …..) 


en nombre fini ou infini. @ sera un domaine (Bereich). 


2° Soient x, et &, deux termes pris à volonté dans le do- 
maine. 

L'Addition est une opération univoque qui fait corres- 
pondre à &, et «, un troisième terme &,, &3 = &, + de 

Comme nature intime, l’Addition pourra ne ressembler 
guère à l'addition ordinaire; mais elle suivra les mêmes lois, 
c'est-à-dire elle sera : 


commutative : Ce de — 0 dl 


associative : (a +a)+a— a+ (a, + æ,); 
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elle admettra une opérationinverse, la Soustraction univoque 
et toujours possible. Enfin l’Addition admettra un module 
(o, ou zéro) tel que &, + 0 = «,. 


3° De même la Multiplication sera une opération uni- 
voque qui fait correspondre à &, et &, un troisième terme &,, 
Ca = nca 

Comme nature intime, la Multiplication pourra ne pas 
beaucoup ressembler à la muluplication ordinaire; mais elle 
suivra les mêmes lors, c’est-à-dire elle sera 


commutative : = CC 
associative : Gad) — (es) 


distributive : (4,+æ)a;,— aa, + as. 


La Multiplication admettra un module (1, ou unité 
absolue), tel que 14, = ,. 


4° Par hypothèse, le domaine © admettra une Addition et 
une Multiplication. De plus, la suite 


1, 1+HI1, 1+1+1, 


ne contient pas le zéro. Enfin l'équation &ë = B pourra, pour 
un choix approprié de termes & etf dans ®, ne pas admettre 
une solution £ dans le domaine. 

sera alors un domaine holoïde. Künig emploie pour le 
désigner des crochets [®]. 


5° Associons deux à deux les termes de [®], de façon à 
construire le symbole fraction 


5 
= (a-< 0). 
La Multiplication et l’A ddition des fractions se défimissent 
par les formules 
BE, BF _sr 


CAC ad e a ax! 
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P 


Les fractions - sont les termes d’un domaine orthoïde (® ), 
que Kôünig désigne par les parenthèses et qui comprend le 
domaine holoïde [ |. | 

6° Dans [@], le terme & divise le terme }, s'il existe un 
terme $ tel que y = x. Tout diviseur de l'unité absolue (3°) 
sera wne unité. Sera trréduclible toute quantité divisible 
seulement par elle-même ou par les unités. 

Un terme de [@] est premier si, divisant un produit «6, il 
divise forcément un au moins des facteurs & et 6. 

Tout facteur premier est irréductible, ais la réciproque 
nestvraie qu’'exceplionnellement, c’est-à-dire pour les seuls 
domaines complets, dont il va être question. 


7° Soient & et B deux termes quelconques de [®] et à un 
troisième terme qui, s’il existe, possède les propriétés sui- 
vantes : 

I. Odivisewet 6; 

IL. Tout diviseur commun à & et B divise aussi 5. 


à se nommera le p.g. c. d. (plus grand commun diviseur) 
de x et $. 

[@ | sera un domaine complet (vollständig ) si deux termes 
quelconques du domaine ont toujours un p. g. c. d. 

Si [®] est complet, tout facteur irréductible est aussi un 
facteur premier. 

8° Sont complets, par exemple, le domaine des nombres 
entiers naturels, le domaine des polynomes à un nombre quel- 
conque de variables érdépendantes, .... 

Sont au contraire incomplets, par exemple : 


Le domaine des nombres & + 76, où x el $ sont des entiers 
ordinaires, tandis que j° + 5 — 0; le domaine des polynomes 
à plusieurs variables, lorsque ces variables, au lieu d’être 
indépendantes, sont liées par des relations algébriques, 

Pour toutes explications et démonstrations, nous renver- 
rons au Livre de Kônig, notamment au Chapitre L. 
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9° Les théories et raisonnements habituels de l’Arithmé- 
tique et de l'Algèbre ne sont applicables qu'aux domaines 
complets. L’'Algèbre des domaines incomplets, beaucoup 
plus compliquée, exige des notions nouvelles, quantités 
idéales, etc. (Konig, page 4735). 

Quand on a affaire à un certain domaine, la question capi- 
tale est de savoir si ce domaine est complet, et aussi de savoir 
si ce domaine est bien défint (wohldefiniert), c’est-à-dire 
si la construction du p. g. c. d. peut se faire par un nombre 
fini d'opérations d’une nature déterminée. 

Le problème principal du présent travail sera précisément 
de reconnaitre si un certain domaine holoïde est complet et 
bien défini. 

Introduisons maintenant le premier des domaines que nous 
aurons à ctudier. 


10° Prenons deux systèmes de variables 


SOIL 


un polynome homogène et de degré #7 par rapport aux x;, 
homogène et de degré »° par rapport aux &,. J’écrirai 
5 5 Î PP 
m nm'\ 


Er) 
INMENE 


et je dirai que Fest une forme ayant pour ordre m et pour 
classe m'. m et m! seront aussi les deux dimensions de la 
forme. Quand aucune ambiguïté n’est à craindre, on peut 
écrire plus simplement 


ou même 
F(m,m!). b 


m el mn seront des entiers non négalifs. 
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11° Nommons E(N, N') le domaine des formes K, 

L’Addition (2°) sera l'addition ordinaire, mais s’opérant 
exclusivement entre formes de même ordre et de même 
classe, de façon que la somme soit encore une forme de 
lordre et de la classe donnés, suivant la formule 


FE’, mm!) + F'(m, m')=F(m, m'). 
La Multiplication (3°) sera la multiplication ordinaire 
E’(n,m)E"(n,n')—=F(m+n,m+n). 
1) 


Les formes d'ordre nul et de classe nulle sont des con- 
stantes C. Si C = o, on a le zéro, module de PAddition (2°). 
Si C—., on à l’unité absolue, module de la Multiplica- 
on (5°). 

Les coefficients des formes F sont des nombres, complexes 
ou réels, ordinaires quelconques. 


12° Le domaine EN, N°) est-il holoïde au sens du 4°? 
Oui, car l'équation à inconnue £, par exemple, 
THÉ GR 


n est satisfaite par aucune forme d'ordre un et de elasse zéro. 

Le domaine est-il complet? On peut construire le p. g. c. d. 
D de deux formes K et G considérées comme polynomes aux 
N + N° variables indépendantes x et w. Seulement, il reste 
à prouver que D est [lui-même une forme. 

Quoique la propriété soit presque évidente, voici une 
démonstration. 

13° Il suffira de montrer que le domaine E(N, N'), ou 
simplement E, est complet dès qu'est complet le domaine E, 
obtenu en se restreignant, dans E, aux formes où ne figure 
plus une des variables indépendantes, #, par exemple. En 
effet, procédant ainsi de proche en proche, on arriverait aux 
domaines E(1,0) ou E(o,1), c'est-à-dire aux formes x” 


(l 
TILNEN A 


ou &”, à une seule variable. Ces derniers domaines sont évi- 


demment complets. 
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14° Soient donc deux formes de E(N,, N°), ouE.à N 
2 0 0 /? 0 
variables x et N, variables w, savoir : 


| ! T T/\ 
en. 
DERAEUL EL 


, 
que l’on écrira (Kônig, p. 71) 
F— AQTN EE, . , + A; mm REA 


G—= Br Br 
J n 


A;et B; sont des formes du domaine E, (13°). Pour mettre 
en évidence l’ordre et la classe de A; et de B;, on écrira 


| Eu Er) 
| M’ |? FN 


pour exprimer que À; à M — » + 1 pour ordre et M’ pour 
classe, etc. 

On peut admettre que chacune des formes F et G, poly- 
nomes en æ, est primitive, c’est-à-dire que le p. g. c. d. des 
coefficients À ou B, termes du domaine E,, est une simple 
constante (forme d'ordre et de classe zéro). En effet, si l’on 


avait 
RARES G= 4#4G, 


où F” et G’ seraient des polynomes primitifs en æ (tandis que 
ZX et B seraient des termes du domaine E,), alors, pour avoir 
le p.g.c.d. de Fet G, il suffirait (Kônig, p. 90) de multiplier 
le p.g. c. d. de F’ et G’ par le p. g. c. d. de À et 3. Or le do- 
maine E, est complet par hypothèse et ce dernier p. g. ce. d. 
existe toujours. 

On ne restreindra donc pas la généralité en faisant F et G 
primitives. 


15° Conservons toutes les notations du 14°. Essayons de 


+ 
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diviser F par G en les considérant toutes deux comme poly- 
nomes en æ. On aura (Kônig, p. 7r) l'identité 


(1) BRAVE GOCER 


où Q est un polynome en x de degré m» — n, tandis que R 
est un polynome en x de degré n — 1 au plus. 
On écrira donc 


(2) PDO F0, I, ...)70—n| 
avec (Kônig, loc. cit.) 
QG 0 
et 
(Os =) Oro co 


Leuue. — Si, pour r'< 7, on a les conditions suivantes : 
1° (},. est un terme de E, ; 2° on a 


, (m—n)(N—n)+M—m+7r 
(4) Q;— , 
(m—n)N'+M 


alors ces conditions seront satisfaites ausst pour Q,. 


En effet, comme (14°) 


B ERNEST ) 


| \ (2 
il vient 
De Nr rm =n)(N=n)+M—m+r) 
Rn N'+(m—n)N'+M ) 
| RO DIN) EME Et) 
+ (m—n+i)N + M fi 


Mais on a (14°) 


(Nr) 


| Le vis nn 
SE) N’ 1e 


M’ 
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Par conséquent les formes BY "*"'A, et Q,.B,_, ont même 
ordre el même classe. Cet ordre et cette classe sont indépen- 
dants de 7’. Donc, en vertu de l'égalité (3), Q, est un terme 
de E,. De l'égalité (3) on déduit immédiatement l’ordre et 
la classe de Q, qui satisfont à la relation (4). 

Les conditions du lemme sont No pour Q,, car l’on 


a, d'après (3), Q= AB" 6 


à Cr RON 2) SN 0 | 
Se | (m—n)N'+M' 1 


C’est précisément la formule (4), où l’on a fait 7" = 0. 
Bref pourtoute valeurnde 7 to ur PRET 


1° ©, est un terme de E,,; 2° il vient 


Nr) NE) METRE Se | 
E 


9) mn (m—n)N +M 
CAO IDE 


CG NON) À | 
(m—n)N'+M | 


Q,æmnr — 


L'expression Q = D Q,x"—"-7 est un terme de E et il vient 


successivement 
Dee Go) er) EN } 
TA (m—n)N +M a 


N 


puis, comme ( — & | 


y 
Eu A 
ll (m—n)N+M+N 
{ (m—n+1)(N—n)+M 
| (m—n+1)N+M | 
Or 


Bin +1 F — 


(m—n+1)(N— x) + M 
(m—n+i)N+M' 


) 


GÉNÉRALITÉS. (OR) 
Les deux expressions GQ et BY "*"F sont deux termes de E, 
avec même ordre et même classe. Il en est, en vértu de (x), 
de même pour R. 


16° La présente analyse se résume en l'énoncé suivant : 


Tnéorème. — Soient F et G deux formes qui sont des 
termes du domaine E. Considérons F et G comme des poly- 
nomes en x el supposons le degré m de Ken x supérieur 
ou égal au degré n de Gen x Divisons F par G; le reste 
de la division est encore un terme de KE. 


17° Fet G envisagés comme polynomes à N + N' variables 
indépendantes x et w admettent (12°) un p. g. c. d. D. Je vais 
montrer que D est aussi un terme du domaine E. 

Pour chercher D, on opère par l’algorithme d'Euclide 
(Kônig, p. 89). On divise F par Get l’on a un reste KR, {erme 
de E. On divise ensuite G par R et l’on a un reste R, et ainsi 
de suite, toujours traitant F, G, R, R,, R,, ... comme des 
polynomes en x. Les restes successifs sont des termes de E. Le 
p.g. c. d. D cherché est un de ces restes et D est un terme 
de E. 

En résume, le domaine E du 11° est un domaine complet. 

Pour être tout à fait exact, je dois ajouter que D est un des 
resles successifs, après que ce reste a été rendu primitif par le 
départ d’un facteur, terme du domaine E, (Kônig, p. 90); 
mais cette observation ne change rien au résultat. 


18° La discussion qui précède donne la façon de calculer le 
p.g. c. d. D de deux formes F et G, termes du domaine E. Ce 
dernier domaine est donc bien dé fini au sens du 9°. 
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DOMAINE HOLOÏDE Q DES FORMES MIXTES. 


19° Dans un espace à N — 1 dimensions, prenons les 
N variables : 


DAT OS EDEN BRON ss 00 00 URSS 
coordonnées homogènes coordonnées homogènes 
d’un point x, d’un plan &. 


Le point x et le plan w seront supposés en situation réunie 
(plan passant par le point) et 


w — > uX =; 


x et u définiront un élément (x, u) de l’espace. 


20° On nommera forme mixte une forme bi-N-aire (bibi- 
naire, pour N = 2; biternaire, pour N — 5; biquaternaire, 
pour N = 4; ...), homogène et de degré m» par rapport aux 
x, homogène et de degré »' par rapport aux w, où les x el les 
u sont les coordonnées d’un élément, c’est-à-dire sont liées 
par la relation w — 0. On désignera une forme mixte par 


! 

F MN nt 

LL 
où mn est l’ordre et m' la classe. Seulement les formes mixtes 
auront une différence importante d’avec les formes F d'un do- 
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maine É(N, N) considéré au Chapitre précédent. Les 2N va- 
mables ne sont plus indépendantes, mais liées par la relation 
(io. 

Ainsi toute forme mixte (el aussi le quotient de deux 
formes mixtes) sera une fonction de l’élément géométrique 
Cu). 

21° Donnons-nous arbitrairement : 

Les N variables w ; 

Les N — r variables x,, æ,, ...: 

L'élément (x, u) est défini sans ambiguïté, tandis que la 
variable x, se déduit de w = o par la formule 

Une. G 


Th =— a — . 


ü on 


Ainsi, en faisant parcourir à l'élément (x, u) tout l'espace, on 
a le droit de considérer comme indépendantes les 2 N — 1 va- 
MADICSEEZS M. U,, Us se 
Cette remarque si simple est très importante pour la suite. 
Nommons F(' toute forme mixte où la variable x, ne figure 
pas. En vertu de ce qui vient d’être dit, les F9 constituent 
un domaine complet E(N — 1, N) considéré au Chap. L. 
De là une proposition évidente : 


Leuue. — Toute forme K, nulle pour un élément arbi- 
traire de l’espace, est identiquement nulle, c’est-à-dire a 
tous ses coefficients nuls. 


DErtRe Ê - se UE) 
22° Tuéonème. — Srune forme mixte E ee ) est nulle 


pour un élément arbitraire de l’espace, K est divisible 
par w. 

Considérons F comme un polynome en x, etw = u,x, —%, 
= — (u,%,+...), comme un binome en #,. Divisons F par 
w el soit R('le reste de la division, où x, ne figure plus. R( est 
d'ailleurs homogène en &,, &,,...etenx,,#,,...en vertu du 
théorème du 16°. 
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On a donc l'identité 


; ! r 
J I PIRE EEE ; TONTIVEEETI 

DER ( Q + RO . 
TX, U T ; (42 TL, (44 


\ ul 


Mais, par hypothèse et pour un élément arbitraire de l’es- 
paée, F=oetw — 0. Alors R(— 0. Parsuite (lemme du 21°) 
R( est identiquement nul et il reste l'identité 


VIA . 
DEV) 0)e 


uw, ne divisant pas w, divise Q = w” P et il reste 


2 1 \ 
nt I J NO=TONTT TER 
F — (1) P à 
DU RU 2 u 
CO BD: 


Il va sans dire que, dans le présent théorème, li divisibilité 
du polynome F par le polynome w est entendue au sens 
ordinaire du mot. 


23° Pour exprimer que la forme mixte F est divisible par o, 
on dira que F est congrue à zéro, suivant le module w. On 
écrira F = 0 (mod w). 

Si deux formes mixtes À et B de même ordre et de même 
classe sont égales pour tout élément arbitraire de l’espace, je 
dirai qu’elles sont équivalentes, ou bien indistinctes à l’équi- 

valence près. 

La condition nécessaire et suffisante d'équivalence est évi- 
demment 

B—A—=o (modw), ou B=A (modw), 


ou 
B = À + wP, 


P étant encore une forme mixte. 


24° Un connexe sera le lieu géométrique des éléments, 
dont les coordonnées annulent une forme mixte. 

Par conséquent, l'algèbre des connexes (ou des formes 
mixtes) est l'algèbre des congruences suivant le module w: 
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Dans l’algébre des connexes, toutes les formules et toutes 
les propriétés doivent être permanentes, c’est-à-dire sub- 
sister quand on remplace toute forme mixte par l’une quel- 
conque de ses équivalentes (23°). 

Sont bien entendu applicables aux congruences suivant 
le module w les théories générales données par M. Kônig 
sur les congruences (Chap. [,$ 10; Chap. VIT, VIIL et IX). 

Comme le module des congruences sera toujours w, j'écri- 
rai souvent : B= À, au lieu de : B— A (mod w). 


25° Je nommerai Q le domaine des formes mixtes. L’Addi- 
tion (2°) et la Muluüplication (3°) seront à l’équivalence 
près (23°) l'addition et la multiplication ordinaires du 11°. 

Le zéro, module de l’Addition, sera toute forme mixte mul- 
üiple de w (22°). Cherchons quel est le module de la Multi- 


. ° . r (o a! Le CA » 
plication. Soient K 2 à) ce module et A( : à) une forme 


D}; 


mixte quelconque. On doit avoir 


KA = A, 


L+T—Y, a + os —u/, d’où = =C 


K est une constante. Nous verrons un peu plus bas (26°) que 
K— 1. Donc la suite 1,1+1,1+1+1,...ne contient pas 
le zéro. Ainsi le domaine Q est holoide, à condition que nous 
démontrions (4°) que l'équation 


(0) Ai ie ,)= o «) 


où l’inconnue est la forme mixte X, n’est pas toujours réso- 
luble, quelles que soient A et B. 

Ondevra avoir évidemment € — 8 — &, Ë — B' — x’. Or il 
dar er ci 0, A 7, 16 —2, —0 
= 0; B = x} pour voir que l'équation (o) devient impos- 
sible. 


— I, 


se. 


26° Tnéorkme. — Soient deux formes mixtes À et B, 
avec À =< 0. St AB—=0, B —o. 
Ann. de Lyon, — XHI. 


« 


93 DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE JI. 


Divisons A et B par le binome w en x,. On aura (comme 
au 22°) 


[ 1 ll 
a a 4 — I Xa+A —] œ A+ A 
u%A = o À ne at) » 
TX; U COS u LD; ul 


et D 


u ; u u 


où À! et ÿ!) sont des termes d’un domaine E(N — r, N) 


Con 
Ensuite 
u+BAB — w(...) + 24080), 


ur PAR = A0) 90) = o. 


Pour les formes mixtes sans x,, la congruence (modw) et 
l'égalité ne diffèrent pas, puisque les variables autres que x, 
peuvent être envisagées comme indépendantes (21°). Donc 
AB — 0. Or À Zo, sans quoi w diviserait A et l’on 
aurait À — 0, ce qui est contre l'hypothèse. Donc #)— 0, 
w divise B et B—o(modw) CO ED: 

Soit K une constante telle que KA =A, où d’ailleurs 
A Zo. On aura (K —1)A =o et K — 1. Cela démontre 
(25°) que dans l’algèbre des connexes le module de la mul- 
üplication est l’unité ordinaire. 


: ge (ft cent SU 
27° La forme mixte C( : î ï f ) est divisible (modo) 
1 
à a «/ JE : à 
par la forme mixte Af 2 .)e s’il existe dans le domaine Q 


) 


. ! 
une forme mixte sue telle que 


C = AB (modw ). 


Une forme mixte est trréductible (modw) si elle n’est 
divisible (modw) que par elle-même ou par une constante. 

Un facteur, forme mixte, est premier (modo) si, divi 
sant (modo) un produit de deux facteurs, il divise (modo) 
un des facteurs au moins. 


‘a 
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28° Le but principal du présent travail est de rechercher 
si le domaine Q est complet, autrement dit de répondre à la 
question suivante (7°) : 

Soient À et B deux formes mixtes quelconques; existe-t-il 
une forme mixte D, qui, divisant (modw) A et B, soit elle- 
même divisible (modw) par tout diviseur (modw) commun 
a Aet B? 

D sera le plus grand commun diviseur (modo) des deux 
formes A et B. 


29° Soient À, B, C, D quatre formes mixtes, avec les 
ordres &, 8, y et les classes a’, B', y’, 9. Les deux fractions 


B D 


IN 
c’est-à-dire 
NDER (= 0: 


On supposera, bien entendu, toujours 


{ & +Ô—8$ 2 
CEE dpi 


(0) 


Une fraction pourra être équivalente à une forme mixte, 
si le dénominateur divise (modw) le numérateur. 

L’addition et la multiplication des fractions se feront, à 
léquivalence près, par les règles ordinaires : 


B D | ADO 
NÉ CAC Er LUNA GC AC 


loujours eu égard à (0). 

On pourra parler de réduire une fraction à sa plus 
simple CXpreSSION seulement après qu’on aura montré que le 
domaine Q est complet. 
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30° Étudions d’un peu plus près la structure d’une forme 
mixte F, ayant l’ordre 7x et la classe n°. 

Chaque terme de F s'obtient en multipliant par un coe/fi- 
cient constant a une expression telle que 


— 
v—| Le : fn, 2, RUN 
À TE 
ÿ 
= ù À;; M > Us 
j i 


& sera l'argument du terme dont a est le coeficient. 
Combien F a-t-il de termes? Un polynome homogène, de 
degré m, à N variables a 


(m+i)(m+2)...(m+N—:) 
ROUE TE nee 


termes. F contient donc 
o(m) &(m") 
termes. 
Nommons forme mixte générale d'ordre m et de classe 77 


m mm 

PONT ET 
la forme mixte, où les o(m)o@(m') coefficients a ont des 
valeurs arbitraires. 


On obtient toute forme mixte, ayant » pour ordre et m' 
pour classe, en attribuant aux coefficients a des valeurs parti- 


et écrivons 


culières convenables. 


31° L’équivalence amène naturellement à étudier, parmi 
les propriétés permanentes d’une forme, les ncartants et 
aussi l'expression la plus simple sous laquelle la forme pourra 
être mise. 

C’est la matière du Chapitre suivant. 
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32° Soit la forme mixte générale (30°) 


F _ mn ) l 
GD20 US V@ 
Exprimons que l’expression F est — o(modw), c’est-à-dire 
divisible par w. 
Un premier procédé consiste (22°) à diviser le polynome F 
en x, par le binome w en x,. On a, comme au 22°, 


ur = w Q + R; 


les coefficients de Q et de R sont des fonctions linéaires et 
homogènes des a, à coefficients numériques et connus avec 7? 
EL 77 . 

Pour exprimer la divisibiité de F par ©, 1l faut égaler 
à zero les coefficients de tous les termes du reste R, et de 
ceux des termes de Q, où l'argument (30°) n’est pas divisible 
RAD. 

Cela fournit entre les (mr) © (1°) (30°) coefficients « un 
système AÙ de relations linéaires, homogènes, à coeflicients 
numériques et connus, pour 72 et »' donnés. 

DOIL Gi, Gr) + Gomoum) UN Système de constantes satisfai- 
s’en déduira 


rt 


sant au système W. Le quotient F:6 — Q:u: 
sans ambiguïté. 


Nous allons maintenant résoudre le mème problème par 
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une autre méthode. Le premier procédé a uniquément pour 
but de montrer que la division de F par w, si elle est pos- 
sible, est une opération univoque. 


33° La condition nécessaire et suflisante pour que w 
divise F est celle-ci : on peut choisir les o(m —1)o(m"—1) 
coefficients b d’une forme Q(x; u; b) d'ordre mn —r et de 
classe m' — 1 de facon à avoir l'identité 


m m 1 I M—1 M—I 
F = : 
Co) = u; à) u(2. a) DE LL :) 
L'identification des deux membres de (o) donne les 
2(m)o(m') relations 


ay =Y by by. | | 
U 


(1) 20) 


D neo 00 (70) © (70) 


NE DE =) 


où les /,, sont des entiers nuls ou positifs, connus dès que m 
et» sont donnés. 

Considérons le tableau L, à o(m)o(m') lignes et à 
o(m —1)o(m— 1) colonnes, constitué par les entiers L,4, 


= if 


Nommons £ le rang du tableau L; £ ne peut dépasser 


o(Mm—1)o(m— 1). 


Je dis que £ atteint effectivement son maximum 
o(m—1)o(m—1). 


En effet, supposons qu'il en soit autrement. Dans les re- 
lations (1) on pourra, sans annuler tous les D, annuler tous 
les a. La forme Q ne s’évanouirait pas, tandis que le pro- 
duit F= wQ s’évanouirait, ce qui est absurde. Ainsi : 


LR = og(m—1)o(m'— 1). 
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34° £ ayant la valeur ci-dessus indiquée, on peut numt- 
roter les a, de façon que dans le tableau L (33°) le détermi- 
nant obtenu en prenant les @(m — 1)o(1m — 1) premières 
lignes soit =£ o. Alors, dans le système (1) du 33°, on Lirera 
les b,, en fonction des a,, des o(m—1)o(m"— 1) premières 


équations. On portera ces valeurs dans les 


JL(m, m')—v(m)yp(m') 


o(m—1)vo(m/—1) 


équations restantes et l’on aura les At (72, m') équations 
entre les a, 


/l 
A, (a) == Lo(m—1) pin —1)+4 =), day au = 0, 
(2) & 

Do NO) Gi) 


GS DR OO OIC (Gros) 
Elles sont toutes distinctes, car le coefficient 
o(m—1) pm —1)+u 


ne figure qué dans À,(a) = o. Les d,,, sont des nombres ra- 
tionnels parfaitement connus dès qu’on donne l’ordre #2 et la 
classe m' de K. 

Ainsi : les Am, m') équations A,(x) = 0 sont les con- 
ditions nécessaires et suffisantes pour que F soit divisible 
par w. Elles sont le résultat de l’élimination, entre les 
o(m)o(mn) équations (1) du 33°, des o(7n — 1)o(m'—1) 


inconnues One 


35° Les ax», m') expressions A, sont les r12eariants 
de F. On verra plus bas (40°) la raison de cette dénomination. 


; | soil divi- 
sible par w, il faut et il suffit que K ait tous ses inva- 
riants nuls. 

Des équations (2) du 34° on tire 


On peut dire : pour qu’une forme K("” 
P pour qu'une form ae 


_ 
Lo(m—1)p(m—1)+4 — A,(a) +Ÿ day Au 


(A 
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et, portant dans F ces expressions des coefficients a, on a 
finalement 


m m! m mm 
PSS a)®, De à 
«(a )Pa æÆ; U ie # Qu CAT ? 
C2 (2 


GT 008 AC (70, 701), 


(3) 
LI, 2, ..., @(m—1)o(m —0"r), 


où les P, et Q, sont des formes à coefficients numériques et 
rationnels ; D, et Q, doivent être considérées comme connues 
dès que 77 et m’ sont donnés. 

F est divisible par w dès que tous les invariants A, sont 
nuls, et cela quels que soient les #,, notamment quand tous 
les +, sont nuls, sauf un. Donc Q, est divisible par w, et il 


vient 
| 
F—S ao +wÿ a . 
EN #Q LE u 
(4 


Luz 


ù 


36° Simplifions les notations en écrivant simplement @, 
pour désigner l’invariant A, (a). 
Toute forme F peut s’écrire 


Le M —I M'—I 
(4) F =Y ab+ (] P( } 
TL: u 


? 
x 


où les a, sont les imvariants, ®, des formes données avec m2 
et n° donnés, et P une forme quelconque. 


L'expression 
F =D la Pay 
œ 


sera la résiduelle de F; les D, sont les résiduelles élémen- 
taires pour l’ordre m et la classe m'. 
On voit que 


F = F(modw). 


Dans le domaine Q (Chapitre IT), une forme mixte F n'in- 
Lervient que par sa résiduelle, c’est-à-dire par ses imvariants, 
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car les résiduelles élémentaires ®, sont, pour 77 et’ donnés, 
les mêmes pour toutes les formes mixtes. 


37° Soit une forme mixte 
F=ef+ef'+..., 


ouNe er, sontdes constantes, et /, jf, ..., sont des 
formes de mêmes ordre et classe que F'; alors l’invariant d’in- 
dice « pour F est évidemment 


edty+e ag +..., 
4 a, ... étantlesinvariants pour f, jf, .... 


Tuéorèue. — Les M(m, m') résiduelles élémentaires D, 
sont linéairement indépendantes. 


Supposons, en effet, que l’on ait 
> KnBu= 0, 
(2 
une au moins des constantes K, étant = 0. La forme 


F => K,® 
(2 


a les K, pour invariants; F serait identiquement nulle, c’est- 
à-dire divisible par ©, sans avoir tous ses invariants nuls. 


Cela est absurde (35°). 


38° Taéorème. — Pour que deux formes mixtes, 
d'ordre m et de classe m', K et G soient équivalentes, tl 
faut et il suffit que les invariants soient égaux, ou que les 
résiduelles soient identiques. 


Soient, en effet, 
EEYy du GE ab 
x x 


les deux résiduelles, où «, et a, désignent les invariants. 
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F=F, G=G (modw) 


G—F=G—F=Y (ax au) Pa (6 — D). 
œ 


Pour que G — F soit =o(modow), il faut et il suffit qu’elle 
ait tous ses invariants a, — @,(37°) nuls, alors 


ay — y et G—F. 
CHROME De 
39° Reprenons (34°) les mm, m') équations 


oo can JC (03/00 )}, (a). 


qui expriment que F est divisible par w. Il est indifférent 


d'écrire aussi 
D rax hs (a) —0, 
n 
D, 2 6000 OC (70 20), 
pourvu que la matrice [nr (me, m°)l]-aire 


R— 31] 


HAUEZO, 


et définisse, par suite, une collinéation. 

Il en résulte que les invariants et les résiduelles élémen- 
laires ne sont définis qu'à une collinéation{t(m, m')]-atre 
près. Mais une fois cette collinéation choisie, les résiduelles 
élémentaires sont connues sans ambiguïté, et les invariants 
d’une forme mixte donnée deviennent calculables sans ambi- 


ait son déterminant 


guité. 

4o° Dans l’espace, lieu de l'élément (x, u) (19°), eflec- 
Luons sur les x une collinéation au changement de coor- 
données 
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où la matrice N-aire 
S—[s,;] 


RSA ire 


a son déterminant 


Comme la situation réunie du point x et du plan &w est un 
invariant, la collinéation S se traduit sur les & par la colli- 
néation 

LS a 
inverse de la transposée de S. 
Il vient alors (32°) 


: l/ 
r(” m ÉCRAE S'—1[0]; a) — se me …) 


TEUSNA JA 


On a évidemment (notations du 35°) 


| a4=Dma | 
U 


(o) , 
| À Mt 2,000 C2) © (01) | 


ou symboliquement 
Pa 


P étant la matrice [9(72) &(m')l]-aire 
P=[pxl, 


où les p,, sont des fonctions connues des coefficients s;; de S. 
On peut exprimer (35°) tous les à, à l’aide des 4,, 
{U— 1,2, ..., p(m—I1)p(m—1)], 
et des M(m, m')invariants A,(a), où 


Go 200 0 PIC(U, 0) 


Eu égard aux égalités (o) ci-dessus, on pourra écrire 


-_ , KT 
| A, (a)= Ÿ lux Aa (a) +Ÿ Say. du. | 


(1) 7 mi Se 


| Ho Bhte 00 ICQ 700) | 
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Or F et $ sont simultanément divisibles par w. Donc, si 
tous les A,(a) sont nuls, tous les A,(a’) sont nuls aussi, et 
cela quels que soient les a,, notamment quand tous les a, sont 
nuls, sauf un. Ainsi 


Say. — 0. 


D'autre part, les A,(a’) ne peuvent être tous nuls que si 
tous les A,(a) le sont; donc, eu égard aux relations (1) 
et guy = 0, On constate ceci : la matrice [Ht (77, m')]-aire 


H == L'Aau] 
a son déterminant 
[H|\Z0. 
eL1l vient symboliquement 
A(a') = H[A(a)]- 


En résumé, tout changement de coordonnées se traduit 
sur les invartiants, ou sur les résiduelles élémentaires, par 
une certaine collinéation [mt (m, m')l-aire, ce qui (39°) 
peut étre considéré comme indifférent. 

Ainsi la résidualité est une propriété projective, et il en 
est de même pour les formations (linéaires, homogènes, à 
coefficients numériques) des coefficients de la forme mixte F, 
formations que l’on a nommées invariants A,(a). C'est la 
justification du nom d’invariants. 


41° Comme application, construisons les résiduelles élé- 
mentaires dans quelques cas simples. 
Prenons d’abord une forme mixte F linéo-linéaire 


M — MU, 


Alors 


0 2 DS 
ANS Oo) IN N, 
w(m)o(m') = N? 
(ainsi qu'on l’a vu au 30°); 


p(m—I1)=vp(m —3) =o(o) —=1. 
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Alors (34°) 


Il yaN°—1 invariants et autant de résiduelles élémen- 
taires. 
Soit 


On doit avoir 
La —— C110 — 0, 


ce qui introduit 
les NON — 1) invariants c;;, i<J, 


les N — 1 invariants c;,— C;;, 11, 


c'est-à-dire bien N°? -- 1 invariants. 
Les résiduelles élémentaires sont 


les N(N — 1) expressions w;æ;, 1j, 


el 
les N — 1 expressions ui — æ;u;. 


42° Prenons le cas 


N=—= 2% 109) m'—1; O(Mm)—= 7x; 


gCn) Cm!) = e(2) 8(1) = 3.2 — 6; 
pm — 1) &(m'—1) = (1) 8 (0) — 2; 
AC (1 m0) = = 
On peut écrire 
PB w,2(cx + Cote) + Ur di,æi + dits) + Ku,;xi +Lu;xi. 
Il faut avoir 


O—F—w(d,x, + d;x) 
= di i(— d)xi+(c—- di) del + Kuxi + Lux. 


Les quatre résiduelles élémentaires sont 


12 x 2 Je , » 
neo nn | Un Ur 
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c’est-à-dire (en vertu de la relation 


W— Till + Lalla = O, Li — Lo; ==) 


ce sont 
CREVER 0 


43° On a vu que l’on peut écrire (36°) 
m m' m nm ON DENT 
Ha nor } 
TENU DU Be LL 
où F, est la résiduelle F de F. On peut appeler résiduelle 
d'ordre m et de classe »’ toute expression 


ni = > KP; 
œ 


combinaison linéaire, homogène, à coefficients constants K,, 
des résiduelles élémentaires ®. En effet, 1, est la résiduelle 
de la forme mixte, où les K, sont les invariants. 

Il est évident que toute résiduelle divisible par © est 
identiquement nulle. 

Ainsi on écrira 


! ! 
mnt nm TVR LEE 
F a = Am! + WP : 0 
ZT; ns u 


Mais, de même, 


P— nie mnt E © Q ( 


Nm—-2m 2 
Z; u è 


et ainsi de suite. Bref, il viendra la formule très importante 


pour la suite 
= 
| I > De ec 


(0) | s 
| S—O,1, 


où A est le plus petit des deux nombres 7» et n°. 


ft, 


Cr) 


Écrire F sous cette forme, ce sera ordonner K par rapport 
aux puissances de w. 


ab. - . 
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Cette opération est univoque. Supposons en effet 


F=A,+wAÂ,+uw'A,+...—=B,;+uwuB, +... 


Il faut avoir 
A,— B,= 0 (modw). 


Mais A,— B, est une R,,, donc 
Ne et AB 
Après départ du facteur w, on aura de même 
A, —B,;=0o (modw), 
et comme À,— B, est une Ü,_ ; »_,, On a encore 
= 00 


44° On est maintenant à même de montrer que le domaine 


holoïde Q est complet et bien défini. Ce sera l’objet du Cha- 
pitre suivant. 


CHAPITRE IV. 
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45° Posons 
nl Le me Ca Us tele cie 


de façon que 
W — Titi —Ë et U Li= (modw). 


Désignons par F!° une forme mixte où x, ne figure pas. 
Les F° constitueront un domaine complet E(N — 51, N) au 
sens du Chapitre II. Nommons K!'° une forme mixte où ne 
figurent ni x, ni w,. Les F9 constitueront un domaine 
complet E(N —;1, N—1), au sens du Chapitre II (21°). 

Vis-à-vis des 2N— 2 variables +,, æ3, ..., uw, u,, 
qui figurent dans les F1, Ja formation © joue le même rôle 
que la formation w vis-à-vis des 2N variables qui figurent 
dans une forme mixte F. 

On pourra done, et d’une seule façon (43°), ordonner 
toute FU par rapport aux puissances de € et écrire 


EUDEANDEZ FAUNE de 


les Al! étant des résiduelles à 2N — 2 variables. 

Entre expressions F® ou F1), toute congruence (modw) 
est une égalité ordinaire. Les IF et les F1), appartenant 
aux domaines complets E(N — 1, N) où ECN—1,N—:1), 
suivent les règles de l’'Algèbre ordinaire. 


46° Soit F une forme mixte quelconque d'ordre rm et de 
classe n°. 


bin 
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Je me propose d'étudier la divisibilité (modo) de F par w,, 
lequel est un facteur irréductible (mod ). 
Mettons, dans F, w, en facteur dans les termes où 1l 


figure. Il viendra 
= C0) CEE 


F, ne contenant plus w, est un polynome en x, à coefticients 
du type F9. Chacun de ces coefficients peut être ordonné 
suivant les puissances de €. Enfin on écrira 


RAC) EC CANERE" 


" 1 
(Pl DEA Er 228 APE 


où les À sont des résiduelles du type F!"". 
La formation F’ est permanente (24°), car elle ne se mo- 
difie pas quand on ajoute à F l'expression 


{ 
M —1m—I 
oP( ) ou u,.æ, P — EP, 
ul 


T 


où P est quelconque. 


47° Pour que w, divise (modo) la forme mixte F, il faut 
el 1l suffit, par définition, que 


mc) OC PEER) 


Si F'= 0, F est divisible (modo) par &,. Je dis que la con- 
dition suffisante est aussi nécessaire. 

Si, en effet, w, divise (modw) F, alors F — 0 dès que 
M0 0; et celatquelquesot x, "Donc, pour € — 0, on 
a (46°) 


Or 


p=— Apni 


Mais les À étant des résiduelles du type Ft, ne peuvent 
YI ) 
être — 0 (modÜ) qu'’étant identiquement nulles. 


Ainsi : K°—0 est la condition nécessaire et suffisante 
pour la divisibilité (modw) de K par u,. 
Ann. de Lyon. — XI. 8 
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48° Prenons, comme au 46°, 


Nr (0) EC, 2) A 
BL) EE )ECIBE 
Nr AD + x AU) 


O1 (11) 3T — 11 
BE ZE TA LBÉEEEEe 


deux formes mixtes dont aucune n’admet (modw) le divi- 
seur &, : alors 
AZ, DEZO AP ENONEZG Edo 
On aura 
ABC.) CM) EAAUBE 
NB TAMBOUR STARS 
Si l’on veut rendre AB divisible (mod) par &,,il faut (45°) 


écrire que AB = o — A’B'pour w, = € = 0. A'B' ne contient 
pas 4,. Donc sont — 0 (mod£) tous les coefficients des puis- 


sances de x, dans A’B'; notamment EU = 0 (mod£). 
Or cela exige (26°), ou A "= o (mod) ou B} = 0 (mod); 
cesbaä-dire A2 0 ou Bt; ce qui niest.pas- PAlOr-ae 


facteur irréductible &, ne peut diviser (mod) le produit AB, 
sans diviser (mod w) soit À, soit B. 
Nous pouvons ainsi formuler une importante proposition. 
Tuéorème.— Le facteur u,, quiest trréductible (modw), 
esl ausst premier (modo) (6°). 


ë m M ï ; 
49° Soit a ) une forme mixte du type F® (c'est- 
E æ;, U 

à-dire sans x,) non divisible par &,. 

Supposons que a soit divisible (modw) par w? sans l’être 
par w?'". On dira que p est la catégorie de a. 

La catégorie est évidemment une propriété permanente. 

5 PICP p 

La recherche de la catégorie se fait sans difficulté ni ambi- 
guité par la théorie qui vient d’être expliquée (46°, 47°, 
18°). Si a est divisible par &, (modw), on écrira 


a = U Aj; 
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si &, divise (modo) encore &,, on aura 


A = U; > et a = ua, 
et ainsi de suite. 
Le quotient (modw) de a par w! sera une forme mixte A, 
telle que 


JON { 
m m m M 
2 A( = a( ) (modw), 
Z: 


“ON LZ GPU 
d'où 
M'= m'+ p. 
A n'admet plus w, pour diviseur (modw), sinon la catégorie 
serail supérieure à p. 


5o° La division (modo) de a par w? est une opération 
univoque (à l’équivalence près), car, si l’on avait à la fois 


uPA=a=u},A, 


il viendrait 


© 
Il 


u? (A!— A), 


et comme w, <0, A'—= A (mod w)(26°). 
Prenons maintenant une forme mixte quelconque 


A 
m m 
A ; 
GPS 0 


non divisible (mod) par w,. 


Supposons que À, ordonnée par rapport aux puissances 
décroissantes de x,, débute par la puissance x?, p ©m; alors 


I 27 CEA A PE € 
KP ivimesduibype Rte 


Si K est divisible par &,, K = uw, f, on aura 
A=A—om fi A— x fuir —t)=xr 1(...) +... 


et ainsi de suite. Bref, eu égard à l’équivalence, on pourra 
admettre que K n’est pas divisible par &,. Alors 


LRQ mA) ELA QE) PRE er 
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Mais (45°) 
UT = (modw) 


[ai 
uPA =KEP+Lu GP t+.,. —=a (modw), 


a étant une forme du type F°°. D'ailleurs a n'est pas divisible 
par &,, puisque K ne l’est pas. 

Supposons que, par un procédé quelconque, on ait obtenu 
un entier g, non négatif, et une forme b, du type F1), non di- 
visible (mod w) par #,, tels qu’on ait 


uTA = b. 


Il viendrait alors 
uPTIÂA = uPb = ua. 


Si g Æ p, u, diviserait (modo) soit a, soit b. Donc p = q 
et a= b. Comme a et b sont du type KF°), il vient a = b. 

En résumé, pour À donnée à l’équivalence près, l’entier p 
et l'expression a sont connus sans ambiguïté. 

a a évidemment » pour ordre, m'+p pour classe. 
Nommons p' la catégorie de a. Il viendra à la fois [4 étant le 
quotient (modo) de a par w | 


uPÂA = a et uPA= a (49°), 
c'est-à-dire 
uPA = uP À. 


SUD Di faudrait qu'une des deux formes mixtes À et À 
fût divisible (modo) par &,, ce qui est contre l'hypothèse. 

ATNSL DID NE 

Pour a donnée, l’entier p et la forme A sont donc connus 
à l’équivalence près. p sera la catégorie indifféremment soit 
de a, soit de A. 


51° Nous pouvons donc énoncer la proposition que VOICI : 


Taéorëue. — À toute forme nuxte À, ayant m pour 
ordre et m' pour classe, correspondent sans ambiguïté un 
entier non négatif « (la catégorie) et une forme a, du 
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type F0), telle que u* À = a (modo). a est d'ordre m et de 
classe n'+ «. 

Réciproquement : St l’on se donne a, la catégorie à et 
la forme À s’obliennent sans ambiguité, à l’équivalence 
près. 

Il doit être spécifié : 1° que À n’est pas divisible (modo) 
par u, (et alors a n'est pas divisible par u,); 2° que a west 
pas divisible par u, [et alors À n'est pas divisible (modo) 
par u, |. 

On désignera dans la suite : une forme mixte, non divi- 
sible (modo) par u,, par la majuscule latine À, par exemple; 
la catégorie, par la minuscule grecque x; la forme corres- 
pondante du type K\°, par la minuscule latine à. 


52° Tnéorèue. — Pour que A divise (modo) la forme C, 
ul faut et il sufjit que a divise c. 


I. La condition est nécessaire. — Kn effet, s’il existe une 
forme B telle que C= AB(modw), on aura 


GRAN, b = uŸB c=ulC 


® 
—æ 


ua CR — ur C: = ua BY AB = ce 
Comme à, b, e sont du type F0, il vient 


€ 2 
LPO UN Ge 


u, ne divise ni &, mi b, ni c. Donc y = x + Bet c — ab. 
GNOME ED: 

Îl ne peut d’ailleurs arriver que B, quotient (modo) de C 
par À, soit divisible (modw) par &w,, car alors w, diviserait 
aussi (modw) la forme C, ce qui est contre l'hypothèse. 

Il. La condition est sufjisante. — Nommons bd le quo- 
tient c:a. La forme mixte correspondante B n'est pas divi- 
sible (modo) par w, (51°). On a encore 


a = u%À, D=B, c— ab —=u\C, 


( NV 
DR NN TAN OT 
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Si a+ y, u, divise (modo) la forme C, ce qui est 
contre l'hypothèse. 

Si y>aæ+$, u, doit être un diviseur (modw) du pro- 
duit AB. Or &, ne divise (modo) ni A, ni B; w, est un fac- 
leur premier (modw) (48°, in fine). AB ne peut admettre &, 
pour diviseur (modo ). 

Brefy=2+fet C= AB. CAO LE AD 

La présente démonstration a un corollaire évident : la caté- 
gorie d’un produit est la somme des catégories des fac- 
leurs. 

Dans cet énoncé il est indifférent d'entendre, soit la multi- 
phication ordinaire pour les formes du type F(), soit la multi- 
plication (modw) pour les formes mixtes. 


53° Soient A et B deux formes quelconques non divisibles 
(mod w) par u, (51°, in fine). Nommons d, de catégorie 6, 
le p. g. ec. d. de a et de b. d existera toujours, puisque le do- 
maine constitué par les formes du type F° est complet (45°). 
Je dis que la forme mixte D, telle que 


= 90 (modw), 


est le p. g. c. d. (modw) de A et de B. 

D'abord D, en vertu du théorème du 52°, est un diviseur 
(modw) commun à À et à B, puisque d divise a et b. 

En second lieu, soit D’, de catégorie 2’, un diviseur (modw) 
commun à À et B. Le facteur d’, tel que d'=wTl)', divise. 
(théorème du 52°) a et b, et aussi leur p. g. c. d. qui est d. 
Puisque d' divise d, à son tour (théorème du 52°) D’ divise 
(modo) la forme D. 

Ainsi D est le p. g. e. d. (modo) des deux formes A et B. 

On écrira ; 

(1) A= DP, B = DQ. 


Multiphions maintenant A et B par w! et u*, À ©, de façon 
à introduire les deux formes mixtes quelconques 


LU AMEL MT ER: 
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Je dis que Let M admettent A=%;D pour leur p. g. c. d. 
(mod w ). 
En effet, d’abord | formule (1)|, 


PEANDENSCEON =" DO; 


et À divise (mod w) tant L que M. 

Soit, d'autre part, H= w£ R un diviseur (modw)commun 
à L et à M; cela est tout à fait général, en prenant, éventuel- 
lement, p = 0. Soient 


uSS=L:H et wT=M:H. 
On aura 


nn — 172 A = uftsRsS, M = uFB = uÿ*TRT. 
Alors 
pP—=À—65—u—7T,, p£<); 


ARS: B = RT. 


KR, divisant (modw) A et B, divise (modw) leur p. g. ce. d. 
D et H divise A. On a 


A:H= uw, PG, G=D:R. 


54° On est maintenant à même d’énoncer la proposition 
capitale de la présente théorie. 

Taiorème. — Le domaine holoïde Q des formes mixtes 
est un domaine complet. 


Dans Q : 


Tout facteur irréductble est aussi un facteur premier: 

Toute forme mixte est décomposable en un produit de 
facteurs premiers, et cela d’une façon unique à l’équivalence 
près; 1l y a des formes mixtes premières entre elles, c’est- 
à-dire dont le p. g. ce. d. est d’ordre et de classe nuls, ou une 
constante ; 

Une fraction (29°) est réductible à sa plus simple expres- 
SION ; 

Btc., etc. 

L'algèbre des formes mirtes suit les règles de l'algèbre 
el de l’arithmétique ordinaires. 
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Pour la démonstration de toutes ces propriétés, nous ren- 
verrons au Livre de M. Kôünig. 


55° On a dit (19°) que, dans une forme mixte 


HO TO 
de, 
GB ET 40e) 
les w; et x; étaient les coordonnées d’un élément. On a lon- 
guement tenu compte de la relation © —=o, mais on n’a pas 
parlé des relations 


= 
Vo —= > er 1, D SE 


qui fixent, pour le point x et le plan w, la valeur absolue des 
coordonnées homogènes x; et u;. 

Cette omission affecte-t-elle Le théorème capital du 54°? 

Il est aisé de voir que non. 

En effet, toutes les notions sur lesquelles s’appuie le théo- 
rème |équivalence, multiplication, division (modw), ... | se 
résolvent, en dernier ressort, en #dentités ordinaires, où les 
deux membres sont des formes (non plus mixtes, mais à 2N 
variables indépendantes x; et u;) de même ordre et de même 
classe. Ces identités ne sont pas troublées quand on remn- 
place x; et u; respectivement par æ,= px; et u,=Gu;, où p 
et 5 sont des quantités quelconques, ni nulles ni infinies. 

Il suffit de faire 


* 
PR CT, Gi de 

pour salisfaire aux conditions 

DUR HN 


sans changer l'élément (x, w) ni porter atteinte au théorème 
CU 
Nous ne ferons donc plus mention des sujétions 


7 =; Une de 


CHAPITRE V. 


DIVISEURS D'UNE FORME MIXTE DONNÉE. 


56° Voici le problème qui va nous occuper : érouver tous 

les diviseurs (modw) d'une forme mixte donnée, en ne 

faisant intervenir que les propriétés des invariants et des 

résiduelles élémentaires, expliquées au Chapitre IT, dont 
on gardera les notations et la terminologie. 

Il suffira évidemment de résoudre ce problème : décom- 

poser (modw) la forme mixte cu +) en un 
CE 


produit de deux formes mixtes 


m IN n mn! 
A ( ) et ( h 
Lis (42 ? ; [42 
d'ordres et de classes donnés. 
57° Soient #, 6, y des indices prenant les valeurs 1,2,3,. 
jusqu’à respectivement 


JIU(mn, m') pour « 


? 
JC (7) DOUTE 
AN(m+n,m+n) pour y. 


On désignera respectivement par 


P,, les résiduelles élémentaires d'ordre "m2 et de classe 


! 0 

m; 

ur Po 

rs » » » n » LEE 
0, » » » m + n » Me yo e 


a, les invariants de A ; 
bg » Di 
Cy » GC. 
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De sorte que 
À Des B > bg, C >. cy9y, 
œ B Y 


A élant la résiduelle de À, etc. 
On a 


donc 


Les deux formes C et AB étant, par hypothèse, équiva- 
lentes ont même résiduelle et | 


C=Ÿ cye= À ax bp eV (38°). 
Y af 


L'expression (numériquement parfaitement connue avec 
les quatre entiers », n, m', n') D, Ws, est une résiduelle 
Uiumens d'ordre » + n et de classe 7'+ n'. Donc 


D, Fg = l'aBy 0}, 
af 


où les 7,8, sont des nombres rationnels, parfaitement connus, 
dès qu'on possède 77, n, m'et n'. 
On doit donc avoir 


= 0, | y l'aBy a bg , 
Y af 


el comme les @, sont linéairement indépendants (37°) 
LT 

(0) Cy= D &a DB rapy- 
af 


Telles sont les relations qui lient les invariants d’un pro 
duit aux invariants des facteurs. 


DIVISEURS D'UNE FORME MIXTE DONNÉE. 123 
58° Introduisons des variables x,, y8, 2, et considérons le 
système 


D za 8ragr= Dita Xar(}) Pre 
af f 


0 . 
| x D) D Phrasrs Yey(æ)=Ÿ ca rap: 
B æ 


Envisageons enfin : 


Le tableau x = || X,, [| aux H(m+n,m'+n) colonnes, 
désignées par le second indice y, et aux it (7», m') lignes dé- 
signées par le premier indice «; 

Le tableau 3 = || Yg, || aux HT (m + n,m'+ n') colonnes 
et aux lignes, au nombre de M (7, n°), désignées par le pre- 
mier indice 6. 

Soient A et U respectivement le nombre des combinaisons 
de At(m + n,m' + n') objets pris AU», m') à HUM, m'), 
ou pris AL(7, n°) à JL(7, n'). 

X fournira A déterminants E( y), formes homogènes et 
de dimension (7, m') en yg. 3 fournira de même À déter- 
minants, formes homogènes de degré 9t(7,n') en x,, que 
lon nommera H(x). 


59° Leume. — Les expressions E(y) n'ont aucun zéro 
commun, sauf, bien entendu, yg = 0. 


Soit, en effet, y = b, c'est-à-dire yg = bg un zéro commun. 
Le système 
à 
[0] EN Le NS b 
AE 27 ( ) 
x 
possède au moins une solution x,= a, où les &, ne sont pas 
tous nuls. Nommons A et B les formes mixtes qui admettent 
les a, et les bg pour invariants. La forme mixte AB(modo) 
aurait ses invariants donnés par la formule (57°, én fine) 


a! : à 
D ex(0) et Cy— 0. 


x 
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On aurait donc deux formes mixtes À et B dont aucune ne 
serait — 0(modw), tandis que l’on aurait AB—=o, ce qui 
est absurde (26°). 

De même, les ® expressions H(x) n’ont aucun zéro com- 
mun, sauf, bien entendu, x, = 0. 

Il résulte de là que le système 


Cy > dB V8, (a 
p 


peut être impossible, mais ne sera jamais indéterminé pour 
aucun choix des données c, el a,. 

C'était à prévoir, car si C est divisible (modw) par A, le 
quotient B est unique et bien déterminé. 


60° L’élimination des Ye entre les équations 
Zy => JeYay(æ 
B 


fournit un système Z de 7° relations du type 


(Z) LÉ DEN RE et os 0 0 Le 
à 


où les P sont des expressions H(x). 

On remarquera que tous les zéros communs aux 7° expres- 
sions Z,(c;x) sont mobiles, pour c donné, avec c. Autrement, 
pour un pareil zéro commun, # = à, on aurait 2,(3; a) =0 
pour z quelconque. Les He seraient tous nuls, ce GE est 


absurde (59°). 


61° On est maintenant à même de chercher si une forme 
mixte donnée C, ayant » + x pour ordre et m'+n' pour 
classe, admet pour diviseur (modw) une lon mixte À 
d'ordre » et de classe 7° donnés. 

Nommons €, les invariants de C et x, les invariants incon- 
nus du facteur inconnu A. 


PL LR ms 


D 
Qt 
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On posera immédiatement (6o°) le système Z 


CRE) =0 CO 2 ee )e 


Z peut n'avoir aucune solution. Alors C ne possède aucun 
diviseur (modw) ayant m» pour ordre et #7’ pour classe. 
Z peut posséder un nombre fini de solutions x = a, x = a", 
distinctes ou confondues. Chacune fournira sans ambiguïté 
un diviseur (modw) de C. En effet (59°), le système 


= Ÿ 8 Yer(a) 


y 


cessera d’être impossible, sans jamais pouvoir devenir indé- 
terminé. 

62° Je dis que le système Z ne peut admettre, pour =, 
une infinité de solutions. Si, en effet, il en était ainsi, on sa- 
lisferait au système Z en posant z,= a,(4,,1,,...); les pa- 
ramètres { restant arbitraires; &, désignera, d’ailleurs, une 
fonction algébrique des £. 

Nommons À, la forme, d'ordre #2 et de classe 77°, qui a 
pour invariants les expressions &,(4,, £,, ...) mobiles avec 
les £. On a 

O= wi? 
et, pour un certain choix des 4, 


Ay—uQ,, 


les formes P et Q, n’admettant plus &, pour diviseur (mod w). 
<.L ( Ï 

p et g, étant des formes du type EF, c'est-à-dire sans x,, on 

posera (vou Chapitre précédent), 


p=u®P, qu= uk Q,, 


où & est la catégorie commune à P et p; y, est la catégorie 
- Le 
commune à Q, et g,. 
Par hypothèse A, est diviseur (modw) de C; Q, de mème 
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divise P et (théorème du 52°) g, divise p. Cela subsiste quand 
les £ varient dans de certains intervalles. Or p, polynome 
aux 2N —1 variables indépendantes x,, x; 4, u,. 
à coefficients donnés, n’admet pas de diviseur mobile avec 
les 4 Donc g,— q ne dépend pas des /. Alors (théorème 
du 51°) y,, Q,, g,sont connus sans ambiguïté et ne dépendent 
pas des 4, ce qui est contre l'hypothèse. 
La proposition est démontrée. 


63° En résumé, toute forme mixte admet un nombre fin, 
qui peut étre zéro, de diviseurs (modw), qui aient une 
classe donnée et un ordre donné. 

La méthode qui vient d’être exposée permet effectivement, 
et après un nombre fini et limité d'opérations algébriques, de 
trouver tous les diviseurs (modo) d’une forme mixte F, de 
trouver les diviseurs de ces diviseurs et ainsi de suite. On 
dressera la liste de tous les diviseurs ou facteurs irréduc- 


üibles (modo) de F. On sait, d’ailleurs (le domaine Q des K. 


étant complet), que tout facteur irréductible est aussi pre- 
mier (modw). Le même raisonnement qu’en arithmétique 
élémentaire permettra d'écrire, sans ambiguïté, 


di |A [ru mn! 1% 
=] af : ) (modo), 


D m,;5; = ordre de F, Dis classe de F, 

où les A; sont les différents facteurs premiers (non équiva- 
lents) qui divisent (modo) la forme F, chacun de ces fac- 
teurs n'étant défini qu’à équivalence près. Il sera loisible de 
remplacer chaque A; par sa résiduelle, laquelle est bien dé- 
terminée. 

Le plus grand commun diviseur (modw) de diverses 
formes, leur plus petit commun multiple (modw) s’obtien- 
dront par des procédés calqués sur ceux de l’arithmétique 


élémentaire. 


om 
pme 
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_ 64° En résumé, le domaine Q des formes mixtes est non 
. seulement complet, mais encore bien défini (9° et 18°). 


._ Dorénavant, j'appliquerai aux formes mixtes les règles 
ordinaires du calcul algébrique. J’indiquerai les congruences 
_(modw) par le symbole habituel = de légalité. Sauf avis 
contraire, 


A=B voudra dire A = B (modw). 


CHAPITRE VE. 


APPLICATIONS. 
65° Soit 
| as DT O0, 
CU dj GER EE 
D u DU ice 


Al 


un tableau à » lignes et à z colonnes, où les éléments à;; 
sont des formes mixtes. L'ordre (ou la classe) de a;; est la 
somme de deux entiers dont chacun ne dépend que d’un seul 
des deux indices z et j. 

Considérons 7 indices ?, rangés en ordre croissant 


(1) y Una o cg Une 


Les r lignes correspondantes formeront une zone dè lur- 
geur Tr. De même r indices }, rangés en ordre croissant 


(2) io Jerry 
détermineront une bande de largeur r. 1 y aura 


nm! 


CM, Tr) = 
AUDE) rl(m—r)! 


zones et o(n,r)bandes. 

On numérotera les zones par un indice «, variant de 1 à 

o(m, r), etles bandes par un indice 6, variant de 1 à o(n,r). 
L’intersection de la zone & avec la bande $ définit un dé- 

terminant 7-aire, À,$, mineur du tableau 4. Les À,4 sont les 

éléments d’un tableau à 9(m, r) lignes et &(n,r) colonnes, 


A = || Aug || - 


A,8 à respeclivement pour ordre et pour classe les expres- 


Dé cé if 


oo 
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sions 
Au + MB, Au + M, 
AP — Ne À, + os + À, M8 om 00 + {Li 
AA EEE: MORE rt 


Ainsi, lant pour @;; que pour À,8, l’ordre (ou la classe) est la 
somme de deux entiers dont chacun ne dépend que d’un seul 
des deux indices £ ou 7, « ou $. 


66° Admettons que le rang du tableau .& soit 7, autrement 
dit que les déterminants (7° + 1)-aires soient tous nuls, un 
au moins des déterminants 7-aires étant o. La zone 
(bande) d'indice & (ou 6) sera active si elle contient au moins 
un déterminant 7-aire, différent de zéro. La zone ou la bande 
sera snaclive dans le cas contraire. 

D’après un théorème bien connu (Krosenius, J. f. 7. u. 
a. M., t. 82, p. 240) : Le rang du tableau X sera un. Autre- 
ment dit : dans une méme zone (ou bande), le rapport de 
deux déterminants d'indice $ et $' (ou a et x) est le méme 
quelle que soit la zone (ou bande) considérée. Ce rapport 
ne dépend que de $ et $’ (ou x et x’). 

67° En vertu de ce qui vient d’être dit, on pourra écrire 
successivement 

Aug Ac Aug Aug, 
Ag . AB Ag Aug, 


et, par multiplication, 
Aug AupAag, 


Aug Aus AB” 
d’où 
Aug 


A ( — À RE ee 
fe #Pe A gr Aa 


\ 8 
Fixons, une fois pour toutes, les indices z,, x’, B', &. On 
pourra écrire 

Aug — PaQ8g 


et dire que À,4 est le produit de deux facteurs dont chacun 
ne dépend que d’un seul des deux indices x et 6. 
Ann. de Lyon, — XII. 
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P, et Q3 sont des quotients de forme mixtes. Je dis plus, et 
que P, et Qg sont des formes mixtes. 


68° Réduisons, en effet, les P, au même dénominateur, 
et mettons en évidence le p. g. c. d. des numérateurs. On 


écrira 
P,— PPa 


Po 


J 


où les p, sont des formes mixtes premières entre elles, 
où p el p, sont deux formes mixtes premières entre elles. 


De même 
D TE 
Le 
et enfin, K, et Ls désignant des constantes arbitraires 


(o) Pro D KaLs AB pq ( > Kara) (Ze) 
B 


nu. (12). 


Les facteurs premiers de dKp ou > Lg changent tous avec 


le choix des constantes K ou L. En effet, si le facteur pre- 


mier & divise 
f dx P, 


quels que soient les K, & divise aussi À quand tous les K, 
sauf un, sont nuls. & diviserail chacun des p,, ce qui est ab- 
surde. 

Ps divise le second membre de légalité (o), sans pouvoir 
avoir aucun facteur premier commun ni avec p, ni avec 


Du 
ni avec Ÿ Lg. Donc p, divise g, q = q'p,. De même p = p' 


ne DOPAGE 
Po4o 


C’est ce qui était à démontrer, car on peut écrire 


= D'Pa-q'8: 


Pa=p'Pa  Qp=g'9p 
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69° En résumé, dans un tableau À de rang r, les 
g(m,r)o(n,r) 


déterminants r-aires À,4 sont chacun le produit P,Qg de 
deux formes mixtes dont chacune ne dépend que d’un seul 
des deux indices a et 6. 

Cette proposilion nous sera très souvent utile. 


50° Considérons les » équations 


(0) Dar 
j 
aux 2 inconnues &,. Il n’est ni plus, ni moins général de 
prendre les r équations distinctes que l’on obtient en consi- 
dérant une zone active quelconque d'indice «, par exemple. 
Complétons une matrice #-aire en écrivant au-dessous de 
la zone active de r lignes, 7 — 7° lignes composées de quan- 


ütés quelconques 
Dane PT co) DU 


mais choisies, une fois pour toutes, de façon que le détermi- 
nant G de la matrice soit différent de zéro. Cela est toujours 
possible puisque la zone est active. 


Frobenius (/. c., p. 237) démontre que les valeurs les plus 
générales des £, sont données par la formule 


See MO ; Ù 
(x)! Et K, —— K,— const. arbitr. 
= FObe; ; 


Autrement dit, toute solution de (o) s'obtient en attribuant 
aux constantes K, des valeurs convenables. 


P, et Qg ayant les significations expliquées ci-dessus, on a 
évidemment 
a 
D 
G = P, Ÿ QsGa(0), 
p 
où les Gg(b) sont des polynomes homogènes en b,,, c’est- 
g. 
à-dire les déterminants (72 — r)-aires du tableau Ib; 11. 
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On peut donc écrire la formule (1) ainsi 


0G8 
= 2 KeQ pers DESSERTE 
pB 


(1) / ETS 10 RENE 


d 
+. 0G 
| ZA, Br, 2,0 CT) 
p 


51° Examinons pareillement le système de #7 équations, 


) Ca; — 0. 
a 


à nm inconnues 


On prendra encore, dans la table & —||4;;|| une bande active 
de 7: colonnes. On complétera une matrice m-aire en ajoutant 
m — r colonnes, dont les éléments c;,, 6 —1,2, ..., m—#r 


auront été choisis de façon que le déterminant H de la ma- 
trice m-aire soit = 0. Nommons 5 l'indice de la bande active. 
Il viendra 


H — QD PeHa(c), 
: 4 


les H,(c) sont les déterminants (m2 — r')-aires du tableau 
{l Cio || ; 


ce sont des polynomes homogènes par rapport aux c; avec le 
degré m — r d’homogénéite. 
L'expression la plus générale des £; sera encore 


= 0H, (c) 
| Pb > | L,;= const. arbitr., 
(1) ( “ ; POUR 000: A — 
—ŸP ÿ'I sol — 1:02 p(m,r) 
NE CS PPT X—1,2, ..., , 
| 2ère 


72° On considérera aussi les équations 


D Œij ls 
j 


où les #, sont des variables indépendantes. Il viendra, d'après 


es 
oo 
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. . CE Q ! 
ce qui vient d’être expliqué, 


LT LT 
0 — > AD lj > Ai Ci 
i ] i 


dH,(e ol, (ce 
ENT pet D Dr. ae), 
= Dose © dCi 
icx 
Les L, sont des paramètres arbitraires. Des théories bien con- 
nues apprennent qu'il existe, entre les 3;, mm — r relations dis- 
unctes, linéaires et homogènes. 
sont 


à H;(c 
(1) Va Dire, 


Donc ces m— 7: relations 


Dh oo co OC 


73° Dans le tableau 4 du 65°, de rang r, prenons un déter- 
minant 7-aire à 2 o. On peut toujours faire 


Canoe « Chip 


O2 


Ayy eee Ayy 


Pour que & ait le rang 7, il faut et il suffit qu’on ait (Fro- 
SENS Nr u. a. VI, 1 82, p.239), 


d'indices y et v, tels que 


CHR CPCEN | pour toutes les combinaisons 
O— —)A 


ri _.. (AT Ayy 


F4 
Qui + - - Eur Auy | Tr Lu£m; r LY£n. 


D'ailleurs si 4 ou y était £7:, le déterminant (7 
correspondant À s’'évanouirait identiquement. 


+ 1)-aire 


Bref on a 
din --- ri; 
ne (EST NO) 
mire, se | ja, DNA E 
Que. Ari; 


Développons 4;; par rapport aux éléments de la (r + 1)-1ème 
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et dernière colonne. Il viendra 


< OA;; 
dQ;;+ D As; — —= 0, ee 2 bo el 
J 2 SJ 04; l ù 
A, Re T 
Les ne dépendent pas de l’indice j et l’on a la formule 
° . s À 

définiuve 
(0) QE) EisD;s, 


où Q, E;,, D, sont des formes mixtes. 


74° Posons 
Dee DD] le 


EE Ji, US 


5 == 22 00 due 


Je dis que le tableau E à m lignes «tr colonnes, ainsi 
que le tableau D à n lignes et r colonnes sont tous les deux 
corrects. 

Soit, en effet, À un déterminant 7-aire de & obtenu (65°) 
en prenant les lignes z,,4,..-.17,6e1 les colonnes}, ue 
On verra sans peine que, en vertu de la formule (o) du 73°, 


(Ne = ONE CS) 


où € est le déterminant r-aire de E obtenu en prenant les 
lignes z,,..., &,, et © est le déterminant 7-aire de D obtenu 
en prenant les lignes j,, ..., 7, 

Si tous les € étaient nuls, ou tous les @ étaient nuls, les A 
seraient également tous nuls; le rang de « serait inférieur 
à r. Cela établit la correction des tableaux E et D. 

D'après le théorème du 69°, on doit avoir, dans la for- 
mule (1) ci-dessus, 


EUR, CY, C— Ce D = @,d, 


€ et ®, étant les mêmes pour tous les £ ou pour tous les @. 
Les formules du présent Chapitre auront leur emploi dans 
la Troisième Partie. 


TROISIÈME PARTIE. 


SUBSTITUTIONS CRÉMONIENNES. 


CHAPITRE LI. 


DÉFINITION DES CRÉMONIENNES. 


1° Je me propose d'étendre au cas de N quelconque les 
résultats démontrés sur le terrain quaternaire, N — 4, dans 
la troisième Partie de mon Mémoire de Bruxelles. 

Plusieurs parties de la théorie nouvelle exigeront des dis- 
cussions nouvelles, que je produirai avec le détail nécessaire. 
Par contre, sur d’autres points, les cas N — 4 et N quel- 
conque se traitent presque textuellement de même. Aussi, 
pour ces explications, je serai extrêmement bref, renvoyant, 
aussi souvent que possible, à mon travail antérieur, Un 


renvoi tel que 
(Belse no) 


par exemple, désignera le n° 17 de la troisième Partie de 
mon Mémoire de Bruxelles (VIH de l'Index bibliographique). 


Prenons tNiormesmixtes)7— 171,2, ...,1N 
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où les ordres »2, n, p, q et les classes 7’, n', p', q' sont des 
entiers nuls ou positifs. 
Posons, comme toujours, 


ne n=Des hd 
CA gw, = D No D Le 
Supposons enfin que, sous le bénéfice de 


W(2:, 4) Dre 0, 


on ait 
o:(0;n) __ 3; FACE 
NTI, EE LEE PP 
£0(0;n) Zo U(0; n) Vo 
0; (o; ÿ) = z; NAGER) RUE 
NTI 0 DENTS R 
(2; Ÿ) 70 no (®; Ÿ) Vo 


DER Die 


Seront alors définies sans ambiguïté une substitution bira- 
üonnelle s 


sut 3; (CN EN (CS 1) 
D |; "D; (5: 6) œ  d(z:w) 

et son inverse 
ni 2; 000702; 100) EN | Z ANUS) 


W; ni(s; 1) 


On aura identiquement 


Det = Pu, D'n— Qu; 


autrement dit l’expression w sera un invariant vis-à-vis de 


SIC SEM 
Pour mettre en évidence les ordres m», n, p, q et les classes 
’,n',p',q, on écrira aussi 


m mm 
SI r 
Ur 


€ 


P DL et P' 


m mm 
GG DT 


rm 


- 
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3° Posons 
Jipo(r; u)—= gx; uw); Pib(r; u)=hi(x; w); 
Di00 (Ds P) 0; (y; 9); uino(Yie) =n:(y; #). 


Chacune des égalités 


OI ou 
Due 0, Der 

sera une conséquence de l’autre, et l’on peut parler des éle- 
ments (x, u)et(y,v). On écrira 

O6) = s[(x, uw), (ru) = sf 2): 
et l’on dira que l'élément 

(y, #) est l’image pars de l'élément (zx, «), 

(æ,u) » Su » (0): 


4° Admettons enfin que, vis-à-vis de la substitution $, 


ou s !, l'expression 
Dr de — —Ÿ: div 


soit un énpariant. Nous étudierons plus loin (26°) les condi- 
ons algébriques de cette propriété. Alors s et s-' conservent 
la situation réunie des éléments infiniment voisins. s et s°' 
sont des substitutions birationnelles de contact, et pren- 
dront, par définition, le nom de subslitulions crémo- 
niennes (*) (Belge, 5°). 


5° Soient deux crémoniennes 


(3; w) 
(=) 


? SE 


AI 
-G 
Lx 


(1) Ne pas confondre avec la substitution Cremona qui, dans ma termi- 
nologie, est une substitution birationnelle ponctuelle. 
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s's est aussi une crémontenne et les crémoniennes forment 
un groupe, le groupe crémonien (pour la démonstration : 


Belge, 6°). 
6° Soit une matrice N-aire 
Aer PME PLU == 102, 2 IN 


On vérifie immédiatement que la substitution 


z  Aîfz] 

PCA ENTEZ || 
est une crémonienne 

NO A e 

o «lo -1) 
avec 

SNA |] 

æ  A'[w] 


pour inverse (Belge, 5°). C’est le changement de coordon- 
nées le plus général. 
Pareillement, la substitution d’échange (Belge, 8) 


est une crémonienne 


C’est la transformation par polaires réciproques, la qua- 
drique de base étant DU = © 
7° Nous prendrons dorénavant pour coordonnées cou- 


rantes, non plus 3 et, mais x et w, et nous écrirons, comme 
algorithme des crémoniennes, 
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HO OUTO D 
CR ) Ÿ; ) 
DAUET0 u TEL 
[2 7 ! 
0 PNR. mraT q 
î ; né È Ç 
GREC GPU 


\ 


(SE 
Le) 


avec 


8° IL importe de préciser maintenant la notion de bira- 
tionnalité ou l’incersion d'une crémonienne (Belge, 9°). 
Considérons les équations Q 


DC) D EE) O0) 
2 pe æ U, qe u 


au nombre de 2N + r, entre les 2N inconnues y; et »;, l’élé- 
ment (x, uw) étant momentanément fixé. 
Le système Q est compatible, puisqu'il existe déjà au 
moins la solution 
(0) | Ji pif; u):po(T; u), 
Pix; u): (x; uw). 


Le résultant du système Q, qui est une forme mixte en +; 
et w;, doit être divisible par ©, et nul sous le bénéfice de 
O = O0. 

Un élément (y, e) dont les coordonnées satisfont au sys- 
ième Q sera une solution propre si (y, v) dépend à la fois 
du point x et du plan &, et si (y, 6) parcourt l’espace tout 
entier quand (x, &) parcourt cet espace. 

Toute solution (y, e) qui ne répond pas aux conditions 
précédentes est :mpropre. I y a plusieurs façons d’être pour 
une solution impropre. 

(y, e) peut ne dépendre que de # et rester fixe quand le 
plan & tourne autour de x. 

(y, #) peut ne dépendre que de w et rester fixe quand x 
parcourt le plan w. 


Enfin (y, ) peut être absolument fixe et avoir pour coor- 
données des constantes. 
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J'admettrai que Q. possède une el une seule solution 
propre. Elle sera forcément rationnelle et coïncidera avec la 
solution (0). La rationnalité sera une conséquence de l'uni- 
cilé de la solution propre ("). 

S1 la solution propre et unique est supposée exister tou- 
jours, les solutions impropres n'auront qu'une existence 
éventuelle. 

Remonter des formes o; et Ÿ; (ou 0; et n;) aux formes D; 
et n,; (ou #;etŸ,), c'est faire l’inversion de la substitution s 
(ou s7'). D’après ce qui précède, l’inversion sera une opé- 
ralion univoque. 

Il est donc indifférent de construire soit s, soit s=', puisque 
chacune d'elles fournit l’autre sans ambiguïté. 


9° On ne considérera pas comme distinctes les crémo- 


niennes 
5 OU AS, 


où a et b sont ou des collinéations (crémoniennes du type 
du 6°) ou des substitutions d'échange (6°). Cela revient, en 
effet, à introduire dans l’espace des changements de coor- 


données ou la dualité. 
Soit (Belge, 13°) 


m Im 
SÆ= ; 
n On 


m m 
ñ 2 
n On 


PEPE Et 12) 
TINGU CO 


’ TOM G 2) 
SE ) 
! ! 

CO CU D D 


(se) SSL 


Car 


(1) Il est à peine besoin de rappeler qu'un système d’équations algé- 
briques peut posséder une solution rationnelle, sans que cette solution soit 
unique. Par exemple, dans le cas le plus simple, prenons les deux équa- 
uons À = B—=0o 

A = Gt+ art l+,..+ ag, B = zh+...+ 08. 
S'il y a une racine commune, elle est rationnelle. Mais, si le p. g. c. d. des 


deux polynomes À et B est (æ— c)Y, la solution deviendra y-uple, sans 
cesser d’être rationnelle. 


tr rem 


Le 
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Construire s7' et se, au lieu de s, c’est donc effectuer, sur 
les huit entiers 


is M0 op MD à DUT IG OCT 


les permutations ou substitutions suivantes : 


x —(mp)(n'p')(aq)(n'q'), =, 


2 


B=(mm')(nn') (pq) (pq), B=r. 


Nommons F le groupe entre huit lettres dérivé de x et $. 


On a 
Y— af —\(nmqntpl)(pm'qn), 1e 


—1 y — 1,8 — 43 — 6 ( "1" 
a qa—$ IYB—=y fs,  $—3Y. 


F contient le sous-groupe F, constitué par les puissances de + 
et permutable à toutes les substitutions de F. Aïnsi F con- 
üent les huit substitutions 


2 -72 ay3 
A, dy; A”, ay 


CLEO en OT (np. a (mp). ae 


Orne ay — (mg)... ayi— (mn Jécoc 


Donc, st l’on a à faire une hypothèse sur un des huit 
entiers m, ...,q', ul est indifférent de la faire sur n’im- 
porte lequel des huit entiers. 

C’est une facilité dont j’userai constamment dans la suite. 


10 On pent définir les éléments (x, u) et (y,+) par 
leurs coordonnées non homogènes (Généralités, 1°) À, et us 
respectivement |æ, 6 — 1, 2,...,2N — 3}. Une crémoniennes 
se traduit par les relations 


u8 — Lg(À), 
1 = AC(U)S 


où £ et a sont des fonctions rationnelles. 
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Les matrices (2N — 3)— aires 


Llgul, Log], 


(A DRE, 
aa = Je Mas = de 


ont leurs déterminants =£ o. 
En effet, le déterminant de [/g, | est le jacobien 


he d( li, Us ao) 
TON) 


Si J est zéro, les & sont liées par une relation au moins. 
Alors, quand l'élément (x, u) parcourt tout l’espace, l’élé- 
ment (y, e) ne parcourt pas tout l’espace, ce qui est ab- 
surde. 

De même pour le déterminant de la matrice [ms |. 


11° On supposera, bien entendu, toujours les N formes 


mixtes 
Pis b;, s 0; ou Ti 


premières entre elles (modw). Sinon, on supprimerait le 
facteur commun, qui disparait dans les quotients 


Pie Pos Wie Vos 05:06 Mie no 


ce qui réduirait les entiers mn, ..., g'. 
12° Ilest indifférent d'écrire : 


M—I1 NM —I 
©; ou Di + WA; , 
T, 


4 uug(" n =) 


22 


0; 0; + wy; Dies P ) 


? 
q—1q —1 À 
NN 9 L 
Ni : CN) dut oà( x ke A 


: u 


Ni . 
4, Ds Yi 0: — forme mixte quelconque. 


em 
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Alors les dérivées partielles s’accroissent : 


MC: DO OS A DES DOMINENT 0 


Toutes les propriétés où interviendront les dérivées par- 
tielles devront donc être permanentes, c’est-à-dire indépen- 
dantes du choix des &;, 8,, Yi, di. 


BMbounabneserlecrilure, Jhécriral 1, 7102, ..,N 


CLT ; dv; 
Mes) tj me 
dx; du; 

0Ÿ dÙ: 

Us De ; Vi D 
j j 

D AR 5 VE NE . PUS LE RSR CN 

———2 99 -——— 


CHAPITRE IT. 


TABLEAUX CARACTÉRISTIQUES D’UNE CRÉMONIENNE. 


14° Avec les diverses dérivées partielles (13°), 


ph Ph 2 po tG 
et les quantités 

dw do 

DE mn) Me) 7 

du; CE) 


on forme plusieurs tableaux qui jouent un grand rôle dans la 
classification des crémoniennes. 


15° Disposons sur une même ligne les 2N dérivées par- 
telles d’une des 2N expressions ©; et 4;. La dernière et 
(2N +1)" ligne contiendra les dérivées de w. Il viendra 
ainsi le tableau à 2N + 1 hignes et à 2N colonnes 


PRES ! L FA 
Dijs Pi r y | 
er ue ! — ! 
V=V = Vi) % Ÿ | 
U;,  ; U ZT 


On aura un tableau analogue 


16° Dans les tableaux V ne conservons que la première ou 
la seconde moitié des 2N colonnes. On aura les tableaux à 


eee one 
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2N +1 lignes et N colonnes 


ie ie 
u | æ | 


On aura aussi les tableaux à N + r lignes et 2N colonnes 


à € 
>= 


ou bien 


| 0 


| 


I6 o1 (UE) (9 6 
T 


ne | LD 


17° Viendront enfin les tableaux à N+r lignes et 
N colonnes 


PR rn ht) Lait 
FE) ef ER ele Rae 
M On in) (in) 
nos 7) 


18° Je vais étudier le rang de ces divers tableaux, ce rang 
calculé, bien entendu, pour un élément quelconque (x, u) 
de l’espace. 

Il faut commencer par établir que le rang d’un pareil 
tableau est un nombre permanent (12°). 

Soit un tableau 


A = [aug], MONO Ne TB I 


l 
l MO ue 


js 


à m lignes et à z colonnes. Soit r le rang de À. r ne peut 
dépasser le plus petit des deux entiers #2 et ». Le tableau sera 
correct (Préliminaires, 1°) si r a sa valeur maximum, égale 
au plus petit des deux entiers 72 et n. 

Prenons les systèmes 


(M) Daasts = 0 


Ê 
Ann. de Lyon. — XI. ; 10 
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de » équations à » inconnues /4, ou bien 


(N) DIT Ra 0 
x 
de x équations à 77 inconnues ,,. 

La solution générale du système M (ou N) dépendra, 
d’une façon linéaire et homogène, de 7 — r (ou m—7r) pa- 
ramètres arbitraires. Elle possédera le degré 7 — 7 (ou 
m— 71) d'indétermination. 

Si donc on possède, d’une façon quelconque, le degré 
d’indétermination de la solution, soit pour M, soit pour N, 
le rang 7° s’obtiendra immédiatement. 


19° Le rang du tableau V (15°) est permanent. 
Considérons le système de 2N + 1 équations à 2N incon- 


re. . 
nues C; ctu;, 
D 50 5+ DS quts = ©» 


Î 


J 
(2) Dur Dit —o, 
| J j 
CT à 
Du, ns Der — 10! 
j J 


Changeons maintenant (12°) ©; et W; en o,+ web 
Vi+wb;. Le système Z devient (en omettant la dernière 


équation, qui ne change pas) 


Dj; 0; + Era Vu, rit, |—=0 
20 a Dai Pijsi é j 9j 4197 ) 
(200 ; 


1} 1 

| Ni ER \" à — 

| Dur, I E+ Jupe] 
j j j 


Î 


Or Ze ZL' ne sont pas distincts; is possèdent le même 
degré d’indétermination, ce qui assure (18°) la permanence 
du rang pour le tableau V. 

Il en est de même pour le tableau V;-. 
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20° Taéorème. — Le tableau V est correct el possède son 
rang maximum 2N, 

Enveffet, si le rang de V est inférieur à 2N, on peut 
construire au moins un système de 2N nombres v; et £; 
(dont au moins un différent de zéro), tels que les équations Z 
du 19° soient satisfaites. 

Imprimons à l’élément (x, &) un déplacement infinitésimal 
qui l'amène en 

(æ—+od, u+Ed), 
ds étant un infiniment petit quelconque. 

Il viendra alors 


m2 2 ne DRE 
j 


0 — dy; 3: Den + Ste DS l 
. tn Suannel Eure 


en vertu des relations Z du 19°. Enfin 


DA OR MERE 
( Po 
ul == 711 td. 

dv; — vo dÿ = i dYo —( . ==, (0) 
UE Yo 


On pourrait donc bouger l’élément (x, w) sans que l’élé- 
ment image (y, -) bouge. Alors, en coordonnées non homo- 
gènes (10°) 8 el À, On aurait pour un choix convenable 
des différentielles dX, 

0 — dug=Y LB dhu. 


Cela est absurde (10°), car le jacobien 


Ts 
Ÿ 
— 


serait Zéro, Ce qui n’est pas. 
Le théorème est ainsi démontré. 
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21° Au tableau V ajoutons une première colonne, formée 
de 2N + 1 constantes arbitraires a;, b;, K. 

En vertu du théorème précédent, le déterminant 
(2N +:1)-aire 


! 
à; GE Pij 


est différent de zéro. 


22° TuéorÈME. — Le rang du tableau 


ail 

À 

si d 
on 


est permanent el égal à Netle tableau est correct. 
Ecrivons le système des 2N +1 équations 


Den Nr rt 

] J J 
aux N inconnues {;. La permanence du rang se démontrera 
comme au 19°. ; 

Cela étant, supposons le rang du tableau + inférieur à N. 
Tous les déterminants N-aires de + sont nuls. Le détermi- 
nant ® du 21° aurait une bande inactive (66°, Deuxième 
Partie) de N colonnes et serait nul, ce qui est absurde (21°). 
r a donc le rang N. C:NOSENODE 

On verra de même que le rang est N pour les tableaux 


Sel 


$ Ja { nn). 

RAA C1 

23° Tuéoriue. — Le rang du tableau 
© wo! 
A) ZA 
ae 


est permanent et égal à N + 1; le tableau est correct. 


LA 
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Pour établir la permanence du rang, il suffira de consi- 
dérer le système de N + r équations aux 2N inconnues v, 


+ 
Su * 1 + 
Or 22e 
J l 
ÿ" £ 
[0] der DT. 
Î J 


et de raisonner comme au 19°. 
Si le rang de & est inférieur à N + 1 on peut, au moins 
d’une façon, trouver N + 1 quantités &, et x; telles que 


it ! 
(1) 0 = > DD = LD; — Lo Lj; 
i i 


ces quantités n'étant pas toutes nulles. Amenons l'élément 
(æ,u) en (x + dx, u + du) et formons les expressions 


Ÿ æ du +T u de, 
Du 2) 2 HART 2 2 


a LT LT ? 
=) S Li Qi +Y ne 
j ] ë 


ë 


AO 


En vertu de (x) il vient 
(2) Sade — 29 do — 0, 


: Ô a o 
c'est-à-dire D a de = 0, puisque do = o. 


Mais, en vertu du théorème d’Euler, (1) donne de même 


(3) 22 ip ma D TOO: 


Alors, en vertu de (2) et (3), 


NON O ) NT Si. 
0 «d) = x di — 0% } #0 x de — da d 29 
i 
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Aïnsi l’expression » « dy estnulle, quel que soit le dépla- 
cement infinitésimal imprimé à l'élément (x, w). 

Revenons aux coordonnées non homogènes u$ et À, du 10°. 

Les N — 1 quantités &,, W,, ..., U,_, sont les quotients 


VA NN A SN INA" 
La relation infinitésimale 


a dy = 0 
Dre 
devient 
Dette SE 2 AN 
S 
et est satisfaite pour tout déplacement infinitésimal de (x, w), 
c’est-à-dire pour tout système de différentielles X,,. 
On a ainsi, avec les notations du 10°, 


0 = D À s D Ds EN d\ D ASE 
5 œ C4 s 


les dX, sont quelconques et 
0 — > À etre 
S 


Comme les À, ne sont pas tous nuls, le tableau 
NÉ mouRmE 


à N— 71 lignes et 2N — 3 colonnes a un rang inférieur à 
N — 1. Notamment les déterminants (N — 1)-aires de L sont 
tous nuls. 

Mais, dans le déterminant (2N — 3)-aire H de la ma- 
trice | lg, |, le tableau L est la zone constituée par les N —: 
premières lignes. La zone serait inactive (66°, Deuxième 
Partie) ei le déterminant H s’évanouirait. Cette conséquence 
est impossible (ro°) et le théorème est démontré. 

La même démonstration vaut pour les trois tableaux (16°) 


analogues AIG 


Le 


TABLEAUX CARACTÉRISTIQUES D'UNE CRÉMONIENNE. IÔI 


2/° Je passe maintenant au tableau 


à N + 1 lignes et N colonnes. 
Le rang de |} est permanent. Considérons, en effet, le 
système des N + r équations 


(T) Dec Nu, FAST INT 
Î 1 


ù ae At 
aux N inconnues {. Si l’on change (12°) ©;; en o;;+ œ;u,, le 
système T devient 


D LT 
DUICTES au) = tp dut du to 
j Î j j 


et ne change pas. Le raisonnement s'achève comme au 19°. 
Soit r le rang de |o|. 
Il est facile de on l’ordre et la classe des déterminants 
aires fournis par le tableau |}. Les éléments des N pre- 
micres lignes sont 


ceux de la dernière sont les w}, formes ayant zéro pour ordre 
et 1 pour classe. 


Soit À un déterminant r-aire de |}. On aura 


rm —1 rm 
ü( ( ) ) 
CORNE NE CE 
si les éléments de la dernière ligne ne figurent pas dans . 
Dans le cas contraire, on a 


ne Ne 
GE : u ; 
Le rang r de |} ne peut dépasser N, cas où le tableau est 
correct. On ne peut avoir 7: == 0. Les cas r = 1 ou 2 seront 
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discutés au Chapitre V. Je supposerai provisoirement que 
PA 

25° Je désignerai par 7, le rang de |}. De même, les 
tableaux 

Nes pi US ON On) Nr 
auront les rangs respectivement 
Ho US ETS tin 

tous compris entre 3 inclus et N inclus, et tous permanents. 

La valeur de ces huit rangs est un très important caractère 
pour la classification des crémoniennes. Ces huit rangs ne 
peuvent être à la fois choisis arbitrairement. Nous verrons 
plus loin (44°) des égalités entre les huit rangs. Voici des 
inégalités immédiates. 

Prenons le tableau (22°) correct 


(4) 
et, dans +, un déterminant N-aire 
HZ o. 
| 


Toute ligne de + appartient soit à |®!, soit à | Li. 
Supposons que emprunte p lignes à | 9 | et N — b lignes 
à |Ÿ |. On aura évidemment, puisque H 0, 


Pre N—5=£7r4, 
el, par addition, 


(1) To + ri N. 
De même 


re + rv2 N; T0 + 7n2N,; ro + 7 2 N. 


Prenons maintenant le tableau (23°) correct 
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et, dans ce tableau, un déterminant (N + 1)-aire 


870: 


Toute colonne de & est une colonne soit de | 9}, soit de } 9}. 
Supposons que g emprunte 6 colonnes à 9! et N+i—5 
: (on 

à |®’|. Puisque 


870; 
on à 
GS T9 NE en 
d’où 
(@) ro Net: 
Pareillement 


TUE ru N +1; F9 + rpg 2 N +1; En tn 2 N Eu: 


26° Nommons, pour abréger le langage, conditions de 
contact celles qui expriment que l'expression 


D u dx 


est un invariant (4°) vis-à-vis de la crémonienne s. L’expres- 


. SI ere : 
SION do ne devra, sous le bénéfice de w — do — 0, dif- 


rer de Dr dx que par une forme mixte multiplicateur. 
On doit donc avoir 


Did AS de + AY x du, A’ — A0. 


Dedy=BI u dx +B'Ÿ x du, Ve 20, 


Mais 


(1) 


Sd p mm hRÈ==t HD 
(Ut 01) 
Ù Ad pa : 


3 u 
> © dy +Ÿ UT —IPdo— EN u dx + PY ædu. 
D'où 


(2) RÉRESPE=NESRE 
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De (1)ontire 
DATE Au;, Due A°x;, 
D'or Bu,, DE = B'x,. 


u 


(3) 


D'où l’on voit notamment que À, A’, B, B’ ont, comme P, 


MEN —I 


pour ordre, et 
m'+ n—1 


pour classe. 
La permanence des formules (3) est évidente. En effet, 
changer 


Qi Pis Vins Vi 
respectivement (12°) en 
Pjtuu,, Pure, VjHBiuy, + fix), 
c’est changer respectivement, dans les formules (3), 


AAA BCD 


AT, A Ya, B—Ÿ Be, BY 6 
Pay pe. 


APRES LEE 


en 
et P en 


27° Les tableaux 


dont le rang n’est pas fixé, et dont le rang, par suite, sert à 
la classification des crémoniennes, se nommeront tableaux 
caractéristiques. Les huit entiers 


Boo MCE 


seront les entiers caractéristiques. 


CHAPITRE II. 


RELATIONS, POUR x CONSTANT, ENTRE LES v;(x,; u). 


28° Reprenons les expressions ®;(x; u). Considérons-y 
les +; et les w; comme des variables liées uniquement par la 
relation © — 0. Donnons aux w; des valeurs fixes quelconques 
et faisons varier les x; d’une façon quelconque. 
Le tableau caractéristique (27°) | 9 | aura le rang 7. 
Posons 
GREEN EN EE ni) 


(u) 2 cry 0 — ÿ U,X; SAN 
J j 


où les c,; sont des constantes quelconques, telles cependant 
que le déterminant N-aire 


Ci C9 g'60 Cin 


Car C2 72 
D (4) F0. 
LIEU ee RUC 
De (1) on urera 
à 
DEC) 
k 
(2) L jÿ — D ) 
avec 
2 Ôx; 0D 
= es ‘ 
: 03% dC;r” 
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Les relations (1) donnent : 


1° Un système de 3; pour un choix quelconque des x;, liées 
par la condition w = o; 

2° Un système de x;, liées par w — o, pour un choix quel- 
conque des 24. 

En résumé, les 3, peuvent être considérées comme des va- 
riables indépendantes. 

En particulier, on peut faire, dans les formules (1), 


; 3x —= Ty, 
d'où 


UX 
Cela revient à faire, dans les formules (2), 


| ax =0 pour LEZ Arr = DEUX | 


Lt . 
| ANk— = Uk | 


29° Si l’on remplace, dans o;(x; u), x; par son expres- 
sion en 34, On aura l'identité 


PT; &)=F;(5), 


où F; désigne un polynome homogène en 34, avec des coefli- 
cients rationnels en w,. 
Considérons le tableau 


RE) Er —0 | 


à N lignes et N — 1 colonnes. Je me propose de calculer le 
rang R de F, connaissant le rang 7, du tableau |. 
Formons, à cet effet, le système des N équations 


(T) Dec 
k 


aux N — 1 inconnues #4. Le degré d’indétermination (18°) 


LL nn 
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de T sera 
NEA 


D'autre part (28°), 


1 COR CE 
Fr FE > 0x; dr D DX7 jks 
j 


] 
et T s'écrit 


DX7 A jr tr = D'eu— (o) 


Jk j 


Tj — Ÿ a jr tr 
k 
> UjTj= ÿ djrUjlr = ) le ÿ UjAjr = O, 
j jk k 


j 


avec 


Enfin 


en vertu des relations (3) du 28°. 
Les N quantités +; sont liées par les N + 1 relations 


(G) Due) te 0 
j ÿ 


dont les coefficients sont précisément les éléments du 
tableau | 2}. Le degré d’indétermination pour le système & 
est 

N = 75% 
et l’on a 


= 
LS —  —— » 
(à) = D CoP js VO TL 0 09 No 
Lo} 
Cç = paramètre arbitraire. 


Le tableau [P,,] à N lignes et N — 7, colonnes est correct, 
sans quoi les paramètres €, ne seraient point distincts. 
Je dis que le tableau [P;,] 


LE = 2 0 ..N—: 


} 


à N — r lignes et N — 7, colonnes est correct aussi. En effet, 
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si le rang du tableau [ P4] était 
N — Te — RARE 0; 


on pourrait écrire 


Ti Ÿ Co Pac) PAPER 0 ce N— 7% À 
Æ 


ce qui revient à faire 
(6) PE 0 = 2 NE GUAIE 
La relation 
OÙ ut;= una Pri+ C2Pn2t... + CnPxi] 
y 
+ D Pis TC Ne bp ou | 
15" 


doit être satisfaite pour tout choix des paramètres c,. Cela 
exige notamment 


Pxi Px2 .. Pxz 0; 


c'est-à-dire [ eu égard à (6)] 
D —-0) Ne NO A AA GET 


Le degré d’indétermination, pour le système €, serait 
moindre que N — 7, ce qui est absurde. 

Nous retiendrons que les N—71 quantités r, dépendent 
linéairement de N —7r, paramètres arbitraires, homo- 


gènes, distincts. 


30° Sans rien changer à la discussion précédente, pla- 
cons-nous, ce qui est évidemment licite, dans le cas particubher 
des formules (4) du 28°. On a 


Aiy= 0, DER, TES EN 5 | 
el 
COAUNS 


et 
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Ty —= ) dti Uxtly. 
L 


Donc (29°, in fine), tj dépend linéairement des N — 7, 
paramètres distincts c,, et le degré d’indétermination pour le 
système T du 29° est N — 7. Nous savons, d'autre part, que 


ce même degré est (29°) N — 1 — R. Alors 


Alors 


Ne NS TER, RE 


Il vient ainsi l'énoncé suivant : 


Tuéorëme. — Le rang du tableau (29°) 
OF; 
F == 2 == F,, 
(| = tra) 


est inférieur d’une unité au rang r, du tableau | # |. 


o ; je De x Sr 
31° Les F; sont des polynomes homogènes par rapport 
aux Z, avec des coefficients rationnels en w;. Le rang de K 


étant 
R= PE il 


on peut (changeant au besoin le numérotage des F;, ou 
des ©; et des z;) toujours supposer 


Mnooolar 
: ME 0: 


Fri. ë Frpr 


D'ailleurs R ne peut être que positif, car le minimum 
a 7» ho | 
der best 3. , 
Alors (Kônig, p. 258 et suivantes), les quantités 
HE... F,, quand les :, varient librement, sont indé- 
pendantes. 
Or, on a vu (28°) que c’est bien le cas pour les z. 
De plus, él'eriste 
NER=ENS yat 
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polynomes irreductibles 
P,(U:, U:, 2.0.0 Un ; UP); 


Ss=R+1,R+2,...,N, 


à coefficients rationnels en u;, tels que l’on a identique- 


ment 
PACE ER) — 0! 


Enfin, si l’on a une autre relation 
(PF, 0 oc Fr; F:) — 0; 


où Ÿ, est un polynome à coefficients rationnels en u;, alors 


le polynome 
Y.(U;, DAC HOW) Un; US 


aux indéterminées U, est divisible par le polynome 
P,(U:, QUO Un ; U;): 


Pour toutes démonstrations, je renverrai au Livre de 
M. Kônig. 


32° Taéorèue. — Chacun des N +1 — r, polynomes , 
est homogène par rapport aux R+1=r, indélermi- 
nées, UV quulicontient. 


Supposons le contraire el écrivons 
PAQUET LE UD) PU) AQU) ET AUDECEEE 


> fs -.. étant homogènes avec les degrés À, À + À,, ...res- 


pectivement. 
On a l'identité 
(0) PP) =) ET) EEE 0: 


Multiplions les x; (28°) par un facteur arbitraire 4. KF; est 
multipliée par £”", car z4 est multipliée par 4. L'identité (0) 
devient 


(1) P,(4F) = emAF(E) ar pnCAA fl (EF) RO) 
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et se décompose, puisque 4 est arbitraire, en 
(2) fŒÆ)=o, fitF)=o, 


Comme il n'existe aucune relation entre les F,, .., KF, (31°), 
EF, doit figurer dans chacune des équations 


(1) = 0, HD) =; 


Les polynomes (31°) /(U), J,(U), ... doivent être divi- 
sibles parle polynome irréduetible DU). Or f(U), f(U), . 
contiennent seulement une parte des termes de b,(U) et ne 
sauraient être divisibles (!) par ®.. 

Le même raisonnement démontre l’homogénéilé des 
HS) A0). 

Par rapport aux &;, les expressions D,(U; w), QU ; w) 
sont rationnelles. Je dis de plus qu'elles sont homogènes. 
Voici comment on l’établit. 

Quand on mulüplie w; par arbitraire 4, &; = x,(z; u) ne 
change pas, F;est multipliée par £”, car n° est la classe de 


(1) Dans le polynome à g +1 indéterminées 
PT Ce De) AO DE PENTIER, A, 0 
(où + ne figure plus dans les À), choisissons un groupe de termes 


Q=B,rt Brit... 


Supposons que P divise Q. Alors Q = KP, où K ne dépend plus des x. 
L'énoncé est évident pour g = 0. Je dis que si l'énoncé est vrai pour g, il 
est vrai aussi pour g +1. 

En effet, si P divise Q, À, divise B,. Or A, et B, sont à g indéterminées 
et le lemme s'applique. B, = KA,, où K ne dépend plus des +. Alors 


K — (Q) a P 
UE , 
puisque l'expression 


OO RP' = (BB, KA )zA 1. 


doit être divisible par P, c'est-à-dire identiquement nulle. 
Ainsi, Q contient non pas une partie, mais la totalité des termes de P, 
dont Q ne diffère que par un facteur K indépendant des indéterminées r. 
Ann. de Lyon. — XHI. il 
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o,(43 u). Le raisonnement ci-dessus peut être répété sur les 
expressions D.(U ; «) et Wi(U; u) en w;. 

D'autre part, il est évidemment licite de chasser les déno- 
minateursten wi eu ice 

Bref, les expressions D(U; u), Wi(U: u) sont, par rap- 
port aux x;, des polynomes homogènes 

33° Les quantités F;(z) sont proportionnelles aux ;(x; u). 
à] 4 n 5 mn QE L . - 
En vertu de l’homogénéité des polynomes D(U) et W(U) 
(32°), il est possible d’énoncer l’importante proposition que 
VOICI : 

Tuéoriue. — Si l’on se donne le plan u quelconque, les 
N quantités 9,(x;u)se comportent arnst : 

LL Fnireo, Los con RE Tr =Lnerisleaueunenes 
lation 

ON ON 

où Q est un polynome homogène en 9,, ..., x, à coefli- 
cients polynomes homogènes en u;. 

IT. J{ existe N +1 — 7, relations 

(DRE En O D)= OC) SR TN 

où ®, est un polynome homogène en %,, ..., On, © à coefjt- 
cients polynomes homogènes en u;. 

IT. Ze polynome Œ,(U,,..., U; U,; uv) aux indéler 
minées U,, ..., U,, U, est trréductible. 

IV. S'il existe une relation 


CN OA) © 
de même nature que D,= 0, alors le polynome 
UT Ur UT) 
est divisible par le polynome irréductible 


P.(U,, da UT ES u). 
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34° Posons 


. n."0n U 
Mi Qi Pos 


n ï 


en vertu de l’homogénéité des Q, des W et des ®, tout le 
théorème précédent subsiste, lorsqu'on écrit y; au lieu de #;. 
Les N —1 quantités y; sont liées par N + 1 — 7, équations 
homogènes distinctes, mais on peut prendre arbitrairement 
N—1-(N+i—7,)=7,— 2 des quantités y. 

Nous venons donc de construire, dans le présent Chapitre, 
les relations qui existent, pour w;-= const., entre les 4; ou 
les y;. Ces relations sont exactement au nombre de N+r— 7, 
distinctes, 7, élant toujours le rang du tableau | © !. 


CHAPITRE IV. 


VARIÉTÉS PRIMORDIALES. 


35° Quand le point x parcourt le plan w, quelconque dans 


l’espace, et prend sur # les 


oN = 


positions possibles, l'élément 
(7,9) —s[(x, 4)], 
image de (x,u) par la crémonienne s, se meut à son tour. 
La figure ou variété primordiale &, sera l’ensemble des 
positions que prend (y,v). La primordiale ponctuelle Y, 
sera l’ensemble des positions que prend y. La primordiale 
planaire V, sera l’ensemble des positions que prend le plan e. 
Faisons tourner le plan & autour du point quelconque x. 
Il y aura une primordiale ®,, une primordiale ponctuelle Y,, 
une primordiale planaire V,. 
Pareillement, pour la crémonienne s-', on aura les figures 
analogues 
es S LE X4 X,, U;; U,, 
ensemble des positions que prennent l'élément 
(ra) = mom 
image de (y, #) par s°", le point x, le plan w, . 


36° Leu. — Soit (x,u) un élément quelconque de 
l’espace. Il wexiste aucune direction d'avancement telle 


Tv 


DA cul ,p 
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que l'élément (x, uw) venant, suivant celte direction, en 


(x + dx, u + du), 


l'élément image (y,e) ne bouge pas. 

En effet, définissons (x, u) et (y, e) par leurs coordonnées 
non homogènes}, etugrespectivement|\2,8=1,?,...,2N—53}. 
On aurait (10°), pour un choix convenable des die telles 


GE 


dys > DAC = 0 


x 
Le déterminant des /4, serait zéro, ce qui est absurde (10°). 


35° Tuéonème. — Toute primordiale &,, L,, L, qu esl 
une varielé à N — 2 dimensions. 


Autrement dit, les coordonnées de l'élément courant sur 
la primordiale dépendent de N — 2 paramètres arbitraires 
distincts. 

Les coordonnées d’un point qui parcourt un plan donné 
quelconque, les coordonnées d’un plan qui tourne autour d’un 
point donné quelconque, dépendent de N — 2 paramètres. 

Soient, par exemple, le plan & et la primordiale &,. Un 
point quelconque x de w hi avec & un élément (x, u) quel- 
conque lan sur 2, swhpoints x, et, sur, élec 
ments (y, €), h> 0: Si . > (2e) donne sur ®, corres- 
pondrait sur un & une infinité de points #, ct, notamment, 
au moins un point æ+ dr. Alors les deux éléments (x, w) et 
(x + dx,u) auraient même image (y,#). Cela est contraire 
au lemme du 36°. 

Le théorème est ainsi démontré. 


38° Tuéonème. — La primordiale ponctuelle Y, est une 
variété à r,— 2 dimensions, r, étant le rang du tableau 5}. 
La figure Y, est le lieu des points y tels que 


(uAR u):2(x; u), 


= 


le soulignement mn que « est donné. 
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En vertu des théories exposées au Chapitre IE, il y a entre 
les N quantités y;les N + 1 — 7, équations distinctes 
PSC Vis Ja ce Jr 15 Js5 U) 0, 
Gen oise No 


avec la condition habituelle y, = 1. On peut prendre arbi- 
trairement 7, — 2 des quantités y, c’est-à-dire exprimer 
toutes les N quantités y; en fonction de ces 7, — 2 là. 

C. Q. F. D. 


59° On à ainsi le Tableau suivant, en répétant, pour 


V,,..., le raisonnement du 38° : 
NOMBRE 
PRIMORDIALE. DÉS DIMENSIONS. 
Yu 7 Fr (CU 
\' 2 Ty — 2 
Ye PET (ee 
V, UPS 2 )) 
X, 19 — 2 nu 
U, Tin eme NOR 
X, LATE 2 [CA 
» œur 
U, FN 2 


Onavu (24°) que les huit entiers, =2, "7 2 sont 
positifs. 


ño° Les N + 1 — 7, équations du 38° 


De) D Ce een Denon m)= OC: 
= Foy NU ET ons N 


seront dites les équations de la primordiale ponctuelle VS 
®, est une forme à deux séries de variables, les y; et les w;. 
Les équations ®,— o prendront le nom d'équations pri 
mordiales. 
Plus généralement, considérons les quatre séries de N va- 


2 
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riables homogènes 


L'; 

‘ l coordonnées de l'élément (x, «), 
ni 
Je l » (CENT 
(9) 


où (y, e) est l’élément-image de l'élément (x, w). 

Associons, dans une forme P à deux séries de N va- 
riables : 

Une série de variables empruntée à l'élément (x, u); 

Une série de variables empruntée à l'élément (y, »). 

En égalant à zéro la forme P, on aura une équalion pri- 
mordiale. 

Il y aura des équations primordiales de quatre sortes : 


P(x;y)=o; Pix;v)=o; P(u;y)=o; P(u;r)=o. 


{n° Les rangs des huit tableaux }2}, ..., |n'| ne peuvent 
être simultanément choisis au hasard. Il y a entre les buit 
rangs des relations qu'il importe d'établir. 

Reprenons le tableau du 39°, la primordiale @. et la pri- 
mordiale planaire U,, cette dernière (39°) à 7, — » dimen- 
SIONS. 

On pourra donc écrire 

| du; = p;; des. de UNE 


(0) Fe 


CPR CC rer 2, 
où les de, sont des paramètres infinitésimaux arbitraires dis- 
uncts. Par suite, le tableau [ p;,]à N lignes et 7, — 2 colonnes 
sera correct. 
Autrement dit : 


Le degré d'indétermination € pour un avancement tn fi. 
ntutésimal du plan u sur la variété Ü, est 


E= ry — 2. 
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42° Nous allons évaluer maintenant l’entier € d’une autre 
facon. 

Pour qu'un déplacement infinitésimal de l'élément (x, u) 
ait lieu sur la variété ®,, ou qu'un déplacement infinitésimal 
du plan & ait heu sur es il faut et il suffit d'avoir 


dy;= d=— = 9, dy; — ©; do, — 0 
Po 
ou 


pt mo; — “2 oi; dé; + 2“ Rs 


nm 2 
eu égard au théorème d’'Euler 


= 
mo; > Drje 


j 
el posant 


d' 


D CRE 
ANETOCE 
d 


De plus 


à à 
To > æ du + > u dx = 0. 


On a ainsi, entre les différentielles, le système des N +1 
équations, à 2 N inconnues d£; et du, 


Ed, déj+ Ÿ ei;du;—0 
nl 


j 


(h) 


2 
e 


Ù Puy =; NON IN EE": 


Ces N +1 équations sont toutes distinctes, car le ta- 


bleau (23°) 
(3 
18 


> — 
Se 
= > 


est correct, avec le rang N +1. 
Prenons une matrice (N + 1 }-aire 


LM X, 2 RL NINEERe 


s lg 


#2 
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On obtiendra un système (H) en effectuant sur les 4, la col- 
linéation g. Les systèmes (2) et (H) seront équivalents, 
Const: 


| CT 
— » — h Be DU . 
1er > sul Ÿ Sineri dE; + 7 21; du, 
l l ] 


1 
(H) = Dad, +Db;du;,, —o, 
j J 


_ = ; 
Aij — SUP) bi; = SU Pie 
l 


\ l 


Le système T, de N équations à N + 1 inconnues 4, 


= y 94000 Net 
10 Li9y; = © | 2 ae Ë | 
42 Die 2 or SENS Si) 


a pour tableau des coefficients des inconnues le tableau | 
de rang r,. Ta le degré N + 1 — 7, d'indétermination. 

Î y aura N+i—7r, solutions &,, linéairement indépen- 
dantes, p—1,2,..., N+1—7r, [voir Frosexius, Ueber 
das P fafjsche Problem (J. f.r.u. a.M., 1. LXXXIE, p. 236 
et suiv.)|. La solution &, sera constituée par les N + 1 quan- 
utés Tv, et le tableau [7,,] à N + 1 — 7, lignes et N + 1 co- 
lonnes sera correct. 

Nous pouvons donc obtenir une matrice (N +1}aire g, 
avec |£|£ 0, en constituant les N + 1 — r, dernières lignes 
de g avec les z,, et les 7, premières lignes avec des con- 
stantes £;, convenablement choisies. 

Posons 
pt Pi D 2009 NET Te 


8 retpl 


d’où | formule (H) ci-dessus] 
Cnep7 =Y Col Dj = (0 
[4 


esaNe"r— me dernières équations de (IT) ne contien- 
dront plus les d£;. 
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Au contraire, on ne peut avoir encore 
dij—= 0, DONS SENE 


pour un indice #, 127, car les 2, correspondants formeraient 
une (N+2—7r,)fne solution de (T) et le déterminant | ÿ | 
serait nul comme ayant inactive (66°, Deuxième Partie) la 
zone de ses N + 2 — 7, dernières lignes. 


RL PE 7 


43° Bref, le système H s'écrit 


Ver dj +Y AO Où ne Te 
-(H) { I si : 
| H—, D 6;du;—o, Te <eSN +1. 


j 


Le tableau [a;;| à N colonnes et r, lignes est correct. 
Sinon, on pourrait former une expression 


QUES 
NICE 
ra 
i 
où les d£ ne figureraient plus, ce qui est absurde (42°). 
Si done on à choisi un système de du; satisfaisant aux 
équations 


NT 


(B) 


De b,;du;—= 0, 2 
J 

on achèvera la résolution de (FH) en tirant, des 7, premières 

équations, 7, des E;. 

Enfin le tableau [b,;] est lui-même correct. Sinon, le 
nombre des équations (B) distinctes se réduirait et (HF), 
équivalent à (H) et à (2) (42°), ne contiendrait plus 
N + 1 équations distinctes. 

Comme résultat de la présente discussion, il vient l'énoncé 
suivant : 

Les conditions dy;= 0 se traduisent d'une façon con 
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plète, sur les du;, par les N +1— 7, équations distinctes 
LT 
(B) D Gydu— 0, 
j 
auxquelles il faut ajouter la (N + 2 — 77, )itme 
dd g; Gb p= Oo 
j 
Le degré d’indétermination € pour Les du; est ainsi 
NAN Tr) = 79 — 2. 
On a vu (41°) que ce même degré d'indétermination € est 


Tres 2 


Donc les deux tableaux \o! et 1} ont le méme rang. 


[l 


44° 7,— 2, c'est le nombre de dimensions qu'a la va- 
riété Ÿ,3 7% — 2, c'est le même nombre pour la variété U,. 
On peut dire aussi que les variétés U, et Y, ont méme 
nombre de dimensions. 

Il en sera pareillement pour Y, et X,; donc (tableau 


du 39°) 


== Ve 
Prenant V, et U,, on aura 


TL l'y. 


Prenons V, et X,, il viendra 


Tr: 
Les huit tableaux }2}, ..., in! se disposent ainsi par 
couples de même rang 
ARC nc et 04; ROC MEN nt RC UNE 


45° Les deux variétés ponctuelle et planaire, qui entrent 


dans une même primordiale & et ®&’, ont entre elles des rela- 
Uons fort étroites qu'il importe d’élucider. 
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Ÿ? éléments adhérents à un 
point ou à un plan est une variété intégrale (Généra- 
lités, 10°); il en est de même pour une variété primordiale @ 
ou ®, constituée par les éléments-images des éléments de la 
première variété. 


La variété formée par les + 


Introduisons les définitions suivantes. Soit une variété 
ponctuelle Ÿ, lieu du point y. Le plan w touchera NY en y, 
si @ passe par y el par out point y + dy, situé sur Ÿ. De 
même, pour une variété planaire V, lieu du plan 6, le point 3 
sera le pornt de contact de 6 avec V si z est sur le plan v el 
sur {out plan 6 + ds, situé sur V. 


46° Prenons maintenant les variétés primordiales %,, 
Y,, V,. En vertu des explications ci-dessus, les plans 6.qui, 
avec un point donné y de Y,,, donnent des éléments de &,, 
doivent étre cherchés parmi les plans tangents w en y 
a Y,. | 
Soient, en effet : 
yet y + dy deux points voisins quelconques sur Y,, 
e et # + ds deux plans associés avec y et y + dy respeclive- 
menL, 
pour constituer les éléments (3,6) et (y + dy, 6 + dv) 
de Don 


Les deux éléments sont en situation réunie et l’on a notam- 


ment 
à 
> 9 dy — 0. CAO NE UD 


On verra de même, par dualité, que les points y qui, avec 
un plan donné v de N,, donnent des éléments de %,, doivent 
étre cherchés parmi les points de contact z de v avec V,. 

) à > Fe ‘ T 
47° Cherchons les plans tangents w à Y, en y. 
Posons r, 


r et prenons les N +r—7 équations primor- 
diales (38°) qui définissent Y,, savoir : 


Teens rene WU) = 0, 


(0) 
SES ENT ES ON PINS 
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d'où, par différentiation, 


df, TZ es dys +Y Ja d Va — 0, 


x 


of, 
2= foire he a oh, 
dVa 


do dy = o doit être une conséquence des égalités df,= 0. 


On a dentiquement, pour À, et p convenablement choisis, 


o— Dai —pYudr = Yu foa+) far 
@ S œ 


CT Q 
— ? > ws ds — 0 > Va dVo — > dy As fss— purs] 
S 


C2 $ È 


J=N 
| NT 
24 Pa) — > Gi dy; 


x S H=A 


ne Ÿ dura) D'or 


La relation DE dy doit être une conséquence de 


ES 
Hd; 
el 


G, G; .….. Gx 
go (AN 


EAN; 


ju 
Era 


Comme les e sont des constantes numériques arbitraires, 
il faut avoir G; — o, c’est-à-dire 


(1) OM Es: Pa DN fe 


Il viendrait d’abord 


QE » QÙe . 
DX  — Di ÿs nt D À f sa Va 


en vertu du théorème d'Euler, ce qui était à prévoir. 
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Des relations (1) on üre À, = pw, f,' et, finalement, 
(2) Pa D és sa Dre 


D'ailleurs f,,2£ 0, car si y, ne figurait pas dans f,, les y, 
seraient liées par la relation f, = 0, ce qui est absurde (38°). 

Les 7 — 1 équations (2), jointes à w,— 1, laissent arbi- 
traires N — 7° des quantités w. 


Donc : en un point y de Y, existent «7 plans w lan- 
g'ents à ®,. 


On peut d’ailleurs prendre à volonté les N — r rapports 
des N +17 quantités w,. 


Comme il y a (38°) #7? points y sur Y,, il y a en tout 
co! 2 Le aN—7 — \—2 
éléments adhérents à Y,. 


48° Revenons maintenant aux plans 6 qui, avec y, font 
des éléments de ®,,. 
On a entre les e; les relations (2) du 47° 


Hoi Ja fs ; 


tous les 6 sont des plans w tangents à Y, en y. Je dis que 
réciproquement tout plan w est un plan +. 


En eflet, admettons le contraire. Supposons que, parmi 
les &°7" plans w tangents à Y, en y, 1l y en ait seulement 
R\7""€ plans 6e. La primordiale @, contiendrait, puisqu'il y a 

? points y, seulement æ\% ? éléments (y, 6), au lieu 
de x**, ce qui est absurde (37°). 

Il vient, en résumé, la double proposition suivante, où 1e 
rélablis 7, pour r. 
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Tuéorèue. — Les &\? éléments (y, +) de la primor- 
diale &, s’obtiennent, à volonté, en associant : 
soit à chacun des soit à chacun des 
c'e — 9 col'y — 9 


ports y de la variété pri- | plans + de la variété pri- 
mordiale ponctuelle Y,, les | mordiale planaire V,, les 


Com N'y 


plans 6 tangents à Y, en y; | points y,en lesquels 6 touche 
la variété V,. 


On construira de même 


PATMONEN CE MAMIE 
NEA 
CI » Ne » U 


à] 
(Up PR) 


dfe 


49° Quant aux variétés telles que Y,, . .., U,, elles doivent 
être considérées comme connues. 

Soit, par exemple, Y,. On considérera les variables 3 du 
Chapitre IT et les polynomes K;(2) en z. 

Alors les polynomes ®, du 31° s’obtiennent au moyen 
des F;(z), où les 3 et les & sont traitées comme des indéter- 
minées, par les opérations, strictement rationnelles, qu'on 
trouvera indiquées dans le Livre de M. Kônig (Chap.V,S 14 
du Livre). Les ®, sont donc connus et, par conséquent, aussi 
la variété ponctuelle Y,.. 


50° Au Chapitre VI (71° à 73°) on achèvera de préciser la 
notion de variété primordiale. 


CHAPITRE V. 


SUBSTITUTIONS CRÉMONIQUES. 


51° Je ° l'étudier les cré 1 s, OL 1 
51° Je me propose d'étudier les erémoniennes, où au moins 
un des huit entiers 


lo 


DUT 


gs ..) l'a 


a les valeurs 1 ou 2, réservées dans la discussion (24°) du 
Chapitre Il. J’étudierai, à ce point de vue, le tableau | +! et 
son rang 7, — /'. 

Occupons-nous d’abord de l'éventualité r = 1. 

Si les variables x manquent dans les formes o;, on a 


M — O, Drj —O; 


dans le tableau | ©}, ne sont différents de zéro que les élé- 
(l \2 à 
ments 4; de la (N + 1)""* et dernière ligne, et l’on a bien 


Ps 


Je dis que la condition est nécessaire. Supposons, en effet, 
que l’un des ®;;, ?,, par exemple, soit =£ 0. Alors le déter- 
minant binaire 


= Qyillj — Wii; — 0 


eto,,u;=u,9,;. Si l’ordre m de ; n’élait pas zéro, puisque 
0,, 0, On aurait 


D10—=O0— MU: el O0) 


rl 


ce qui est absurde. 
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52° Ainsi : #l y a équivalence Couper entre les deux 
hypothèses Tr 


—retm—o cet, de mème, entre les hypothèses 


To — 1, nm — O0 
PU — I, 110 
b'otd'6 0.0 , Ô c0/0 069 
, DIE 

lu =]; q —0 


53° Examinons maintenant le cas 7 = 2. On ne peut faire 
m = 0, car alors 7° = 1. Je vais montrer que l'hypothèse r — », 
m > o est absurde. 


Le tableau |o! peut s’écrire 
191P 


avec 


ON+1—= 0 ON, — Uje 


Appliquons la formule (o) du 73° (Deuxième Parue). On a 


s 


_ 
(o) Qru—DE;,D,, S— 1,2, ..:, 0 
s 


autrement dit 


Dr ES YEN De 
S 


Soit E,,,— K 0, 5 étant un certain des indices s; on 
pourra écrire 


CMMKO KO E:D: +KE.D,, 


SZ 
(2) Qu D + KD,5, 
SE 210) 
KQe,;,— KŸE,D, se Be |Qu— > pa 
= > DENT RE EN Cl 


Ann. de Lyon. — XII. 12 
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Cette dernière formule revient en somme à faire, dans la 
y 


formule 


(3) HENr ne 


D;,== u;, en changeant légèrement le sens des coefficients 
Q, E, D. 


in particulier pour r = 2, on peut écrire 
(4) Qoy=LD;+ Mu; 
en faisant E;, = L;, D,, = D, E;, = M, avec, bien entendu, 
Du: 
54° Dans la formule (4) ci-dessus, mettons en évidence les 


p. g. c. d. À, M et A des formes mixtes L;, M; et D, de façon 
que 

Er — A l;, M; = M, D; — Ad; 
les /;, les u; etles d;étant respectivement premiers entre eux. 


L , . 
Changeons Q en = Q. Il viendra successivement 


Qwy;; = mAAl;d;+ mMyu;u,, 
Qv; —AAI,D (théorème d’Euler), 


ï 
DD ce 
j 


Comme les +; sont premiers entre eux, ainsi que les /;, on a 


Q—AAD, = 0 


à 


et il vient la formule 


(5) c;D = me;d;+maituu;, 
M—9TAMA, 


après départ du facteur AA, qui divise évidemment M. Intro- 


duisons les N — 1 variables 34, ik = 1,2,..., N—71}, et les 
polynomes F (2) des 28° et 29°. 
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dr; 
) ?ij 02, DE 


(o) 
0 


Formons 


j 


mo;d; + mCu;u; ; 


mod; + maAtbou; % 


sous le bénéfice de la formule (5). 


Mais 
NOTE NRUMN nn 0 
24 d dx 03}, OZ}. 3 
/l 
OMS; 
6 = EE = G, 
( ) CEYS 20 


0,:9, ne dépend plus des 3, c’est-à-dire (28°) des x;, et ne 
peut plus dépendre que des w;. 
On égalera done la fraction irréduetible #;:9, à la fraction 
irréductible p;(u) : pa (u). De là 
(DO = 400 
pi divise 
O;; DU On = Dis 


Les facteurs premiers de 
hs 
Co = D CL; 
z 


changent tous avec le choix des constantes numériques arbi- 
traires e;. Donc j; ne peut diviser 2, qu'en devenant une 
constante. 

Les x; ne figurent pas dans les ©; et #1 —o, ce qu'on a 
exclu (55°). 


Bref, on ne peut faire 7 = 7, = 2, Raisonnons de même 
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sur les sept autres tableaux tels que |; 4 |; il viendra l'énoncé 
suivant : 


Aucun des huit tableaux |2|, ..., in'| n’a son rang 


égal à 2. 


55° Nommons crémonique toute crémonienne où l’un au 
moins des ihuitentiers 7,1... 7 este salaire 

On n’a pas de plano le droit d'écrire, entre les huit entiers 
caractéristiques 7, ..., 77, d'une canonique, les quatre rela- 
tions (44°, tn fine) 


To = Fr To = T6. TU = Fr TO — y 


Cela tient à ce que l’on a, dans la théorie du Chapitre IV et 
des précédents, admis (24°) que tout tableau caractéristique 
a un rang au moins égal à 3. Chaque entier caractéristique 
d’une crémonique est à calculer, par suite, directement. 

Sans restreindre la généralité (9°), il est licite de faire 
7, —1 et (52°)m —o. Les y ne figurent plus danses 
È . ? . ! 
Le point y ne dépend que du point x. 


TaéorÈue. — On ar, = N. 
Il suffit de montrer que le déterminant N-aire | 2;; |, formé 


n TAN tone b \ l A 
par les N premières lignes du tableau |}, est Æo. Repre 
nons le tableau (23°) correct 


(canio 0) 


GAME oO 
D} 


lu x 


à 2N colonnes et N + 1 lignes. Formons un déterminant 
(2N)-aire T en ajoutant, à €, N — 1 lignes formées par des 
constantes arbitraires. Comme le rang de & est N+ 1, on 
a T £ o. Or L'contient |0;; en facteur, et |2;;| 20: 

C.10 np. 


56° Le point x ne dépand que du point y. 


Prenons y fixe et dy; = o et voyons quel degré d’indéter- 
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mination subsiste pour les déplacements infinitésimaux dx. 


On a 
ce? dyi = Po doi vi = 0, 


à de, 
> VD AT; —Z; —Ù- : 
Qij | Po AZ; in 
Î 
Or 
Lez : dx; do, 
0; o) e + — 7 
HE Tj mo, 
ou 
d90 
Or — > — 3 
me) 


c’est-à-dire, toujours puisque |9,;|£ 0, 
D = dos = be 


Pour y donné, x est aussi donné. COPAND: 

Il résulte de là que les © ne figurent pas dans les rapports 
æ; = 0,:0,, ni, comme les 0; sont des formes mixtes sans di- 
viseur commun, dans les 0;; p’= 0, ry = 1. 

Donc l’inverse d’une crémonique est ausst une crémo- 
nique. 

Dérleurs = INt(59), can 0120: 


57° On a ainsi 
J'igo(x) —%;(T), Zi0o(9') =; (y) 


Il existe entre x et y une correspondance birationnelle. 
Autrement dit, y =5|x|, s étant la substitution ponctuelle 


Cremona 
CCE) avec ni | 54 0 (x) 


Des thcories bien connues apprennent que les systèmes 
CN const arbitre.) 


SN 
D Eei(x) =® et Dre 


i L 


sont Aomaloides. Voici ce que l’on entend par là : les 
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N — r équations 


D hielz)=0 CEE; IN En)" 
j 


où les #,; sont des constantes arbitraires, jointes à la N-ième 
équation &, = 1, ont une seule solution x : 1° variable avec 
les X,;; 2° telle que, pour un choix approprié des 4,;, le 
point x vienne occuper une position quelconque dans l’es- 
pace. Les autres solutions sont fixes ou assujetties à rester 
sur certaines figures de l’espace. 

Autrement dit (8°), il y a une seule solution propre x. 

Dailleurs, la solution mobile x dépend rationnellement 
des N déterminants (N — 1})-aires, y fournis par le tableau 
[k,;] à N colonnes et N — 1 lignes. 

Tout cela est bien connu. 


58° Une fois qu’on a choisi la substitution ponctuelle 
s—1s g()h s'=fs ch 


voici comment s'achèvera la construction de la crémo- 
nique S> 
Reprenons les conditions de contact (26°) 


AND — ù CE A > TE 
a 


Comme 


| 
L 
À 
L 
| 
| 
| 
. 


B=|oy|<0 Der, 0010 


ET 


on pourra prendre pour Ÿ; et 1] les EXpressions 
| 
. | 
Ÿ; DU ii DC À 
j j FA 
: op ; 00 A 
I ———) RP ESC) | 
1] d;; LJ OÙ;; ñ 


débarrassées, bien entendu, s’il y avait lieu, de leurp.g.e.d. 
Ÿ; a pour classe 1 et pour ordre (m =1)(N=1572 


199 


pour classe 1 et pour ordre (p —+1)(N — 1). Le départ d'un 
. g. ©. d. abaisse éventuellement l'ordre, mais non la 
classe. 

En effet, si la classe s’abaissait pour Ÿ;, Ÿ; ne contiendrait 


plus que les w;. Le tableau (14°) 
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ou 
RUN | (à 2N colonnes et à 2N + 1 lignes) 
BG 


ne serait pas correct (20° ). 

Pour le voir, remarquons que si les & manquent à la fois 
dans ©; et Ÿ; l'élément (y, +) ne dépend plus des 2N — 3 pa- 
ramètlres À, (10° et 20°), mais seulement des N — 1 premiers 
d'entre eux, qui définissent le point x, ce qui est absurde. 


59° Il viendra ainsi la formule définitive pour la crémo- 
nique s 


Li wi (x) Ty 0;,(x) 
S = NT Co — Q , 
U; Jus, D y Dre 


/l 


] 


. m 0 P (0) 
LE (0 | (p— (NN —:) À 


On a vu, de plus, que 


CR) 


NE== Vo —= {/fjo 


Le tableau | Ÿ’} contient le déterminant N-aire 


[Pi = 


ei NZ 0. 


Done Net deméme, 7, — "N° 


Restent encore indéterminées les valeurs de 7, et 2e 


6o°. La crémonique s qui vient d’être construite n'est pas 


autre chose que la substitution ponetuelle ç prolongée. Ainsi : 
loule crémon ique s'obtient en combinant la substitution 
d'échange (6°) avec une ponctuelle prolongée. 
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La crémonique la plus simple est celle construite au 6°. 


2 PTT] = | or . 


GAIN PS TEINTE 
Puis vient la substitution d'échange (6°), 


LACS 


OT 


3 (4 
ue [44 3 
Tuéorème. — Toute crémonienne qui laisse fixe tout 


point x de l’espace est la crémontenne unité. 


En effet, si y; — x;, on est ramené au cas du 57°, sauf 
que la ponctuelle c se réduit à l'unité. 0; = x,, d;= u;, …… 


TL 


C. Q.F. D. 


61° Reprenons la crémonique s construite au 58° et cher- 
chons-en les variétés primordiales. 

®, est évidemment constituée par les œ7 éléments adhé- 
rents au point y, y étant l’image de x par la ponctuelle 6. 
Y, se réduit au point y. V, est formée par les &°? plans © 
qui passent par y. 

On voit qu'une crémonique est une crémonienne où une 
variété primordiale se réduit à un point (ou à un plan). 

Quelle est @,? 

Je remarque d’abord que r, > 71, c’est-à-dire 7423 (54°). 
En effet, sir, = 71, on a n = 0, les x manquent dans les Ÿ et 
l’on a, en vertu des formules du 59°, Ÿ;(u) de classe 1. La 
crémonique est alors la collinéation .4 (60°). 

Puisque 7,253, la théorie des Chapitres précédents est ap- 
plicable pour la construction de @,. 

Y, est déterminé par des équations primordiales au 
nombre de [ 

NÉE NE NES 


L'équation de Y, est évidemment 


F U . => 0 (90) 0 


Rss 
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DEEE 


Par chaque point de Y, passe (47°) un seul plan tangent e. 
De ces plans tangents il y aura 


conséquence de 


00! 2, 


r, dépend de la nature des 0;, mais d'une façon détournée. 
Par exemple pour N = 4, Y, est une surface, la surface 


! ’ 


oénérale du réseau homaloïde 


O 
> 05 (7) = 


i 


Si Y, n’est pas développable, il y a æ° plans tangents sv et 
ry = 4. Si Y, est développable, il n’y a plus que + plans tan- 
gents, 7'y — 9. 

Maintenant existe-t-il, dans l’espace ordinaire, un réseau 
homaloïde dont la surface générale soit développable? Je n’en 
sais rien et le problème paraît très ardu à élucider. 


62° Je n'insisterai plus sur les crémoniques. Leur théorie 
désormais se confond avec celle des substitutions ponctuelles 
birationnelles. 


———cr 5e —— 


CITAPITRE VE. 


ÉLÉMENTS FONDAMENTAUNX. 


63° Nommons fondamental pour la créemontenne s tout 
élément dont l’image par s n’est plus unique. Il faudra évi- 
demment avoir 


O0: ou d;— 0, ou HU Oo 


à 


Faisons usage des coordonnées non homogènes (10°) ug 
el A, (a, B—1,2,...,2N — 3). La crémonienne s est donnée 
par les relations 


La(2) M,(u) 
— ; Ka dt — — 
L, (À) À a(H) M,(u) 


PEN 
où les L et les M sont des polynomes. 

Les éléments fondamentaux de s sont donnés par les 
2N — 2 équations L;= 0, —0,1,...,2N—3;les2N—2 
équations M;=0o donneront les éléments fondamentaux 
de s7!. 


64° Une attention spéciale est méritée par les éléments 
fondamentaux (X, u) ou (x, U), où le plan &, ou le point x, 
est quelconque donné. 


Tuéorène. — {Une peut exister sur le plan u (passer 


par le point x) plus de &\* points X (plans U). 


Faisons le raisonnement sur les plans U. 
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Donnons-nous x en fixant, arbitrairement d’ailleurs, les 
N—1 paramètres À,, ..., Àj,. Les N—2 paramètres À,, ..., 
À, qui définissent U, sont donnés (63°) par les 2N — 2 
équations 

É}=—0; RON ne SN 0 NES 

Sans changer la crémonienne s, il est licite de débarrasser 
les polynomes [,; de leur p. g. c. d. Je supposerai doréna- 
vant les polynomes L,, aux 2N — 3 indéterminées À,, pre- 
miers entre eux. ÎILest licite aussi, dans la présente discussion, 
d'effectuer sur les L, une collinéation (2N — 2})-aire quel- 
conque, à coefficients constants. Je supposerai, par suite, 
que la fraction rationnelle L; : L,, aux 2N —3 indétermi- 
nées À, est irréductible. 

S'il existe © plans U, on peut choisir arbitrairement 
les N — 3 paramètres À, Axis +. À Donc les 2N — 2 
équations 

LORS PNÈNE, A)— 0, À — XNs, 
où 1l n'y a qu'une seule inconnue A et 2N — 4 indéterminées, 
ont au moins une racine commune. Le résultant 


Ré Lg L, ; HAMS 
Rés. ( PR } (notation de Kônig), 
obtenu en éliminant l’inconnue À entre les deux équations 
Ls= o et L,— 0, est ztro. On peut aussi effectuer sur les À 
une collinéation préalable (2N — 3)-aire quelconque, ce qui 
permettra d'écrire 


LR= SEE Na Cire Go EP en) 0 bd 00 


A 


Alors, en vertu de ce que le résultant s’évanouit, on a 
l'identité 
(0) AsLa— BL, 
où A4 et Bg sont des polynomes en À,, contenant À au degré 
&—1 au plus (Kôünig, p. 101). Comme L, est premier 
avec Lg, l'identité (o) exige que L,, qui esten À du degré 5, 
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divise Ag, qui est en À du degré & — 1 au plus. Cela est 
absurde et le théorème est démontré. 


Ainsi, parmi les œ\*? 


points situés sur un plan quel- 
conque & (les 2°? plans passant par un point quelconque x), 
les points X (plans U), qui forment des éléments fondamen- 
taux (X,u) [éléments fondamentaux (X, w)], constituent 


une variété à N — 4 dimensions au plus. 


65° A la démonstration précédente il suffit de changer 
quelques mots à peine pour établir qu'il n'existe pas plus 
de «°° éléments fondamentaux. 

in effet, s'il en existait &°*, on pourrait se donner à vo- 
lonté A}, A. Les 2N—°2 équanons bo roules 
À,, -.., À, sont des indéterminées, avec l'unique in- 
connue À,y_:, auraient une racine, au moins, commune. Cela 
est absurde, comme on l’a vu (64°). 


66° A chaque élément fondamental f — (x, u) correspond 
une variélé fondamentale ©. Nous nommerons ainsi la 
figure constituée par les différents éléments-images, par la 
crémonienne s, de l'élément f. 

Pour construire ©, reprenons les équations Q du 8°. La so- 
lution propre (y,+6), pour l'élément (x,u) quelconque, se 
présente comme la solution commune d’un système € d’équa- 
Lions (obtenues en opérant sur Q d’une façon convenable). 

Quand (x, u) devient le fondamental f, le système € ne 
content plus assez d'équations distinctes pour définir (y, 6). 
(y,s) est alors indéterminé sur une certaine variété algé- 
brique, laquelle sera, par définition, la variété fondamen- 
tale ©. 


67° On voit que la présente théorie des fondamentaux f et 
des fondamentales © est la généralisation immédiate des pro- 
priétés bien connues que possèdent les points fondamen- 
taux, dans les substitutions Cremona (birationnelles, planes 
ou dans l’espace). 

Rappelons brièvement ces propriétés. 
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Prenons, par exemple, le réseau homaloïde plan, N = 5, 
de degré M 


Er SN Cr c) 0 


L 


Deux courbes du réseau 
D'Ef=S ONE 


pour un choix quelconque des paramètres k; et /;, ou des pa- 
ramètres 


; Be UE 
A 
JR Go = NAN UE 


se coupent en M?— 1 points fixes: solutions zmpropres du 
système Q, 
Jane 
DAT D 


et en un seul point x, 
Tj— RCE DÆr Vs), 
solution propre de Q. Alors la substitution Crémona est 
o=|2. (| = | 0 IA) 


Mais, si x est un point fondamental #, les deux courbes 


Do 
Di=0 


ont une branche commune, laquelle est La courbe fondamen- 
tale afférente à f. 


et 


68° Rappelons aussi comment la ponctuelle plane 5 trans- 
forme les figures du plan. 


Nommons y = 5[x}] le point-image de x par 5; y aura les 
f: pour coordonnées. 
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Soit C, y(x) = 0, une courbe que parcourt x. Je nom- 
merai C’=6|[C|, ou courbe-image de C par 5, le lieu du 
point y, quand x voyage sur C. 

Comme x = F(y), l'équation de C sera 


AMC CCC) 


Mais, si la courbe C passe par divers fondamentaux #11), 
0), ..., alors il se sépare, de la forme ternaire & (y), des 
facteurs 

Us Ur SU 
U,=0o, U,=o, ... étant les courbes fondamentales affé- 
rentes à 41), f02), .... La courbe-image sera ce qui reste de 
la courbe &(y) —o quand on a supprimé ces branches, 
courbes fondamentales. 

Tout cela est bien connu, mais va être généralisé en ma- 
üère de crémonienne. 

On peut résumer la théorie précédente en disant ceci : la 
courbe-image de la courbe GC est le lieu du point-image y 
de æ, lorsque x parcourt C, tout en restant à distance finie 
des fondamentaux situés sur C. 

Revenons maintenant aux crémoniennes générales. 


69° Nommons Z la figure constituée par des éléments 
9 5 Ï 
(x,u), en nombre fini ou infini. Je nommerai Z'= s[Z] la 
figure, lieu des éléments (y,e) = s {[(x, u)|, images, par la 
crémonienne s, des éléments (x, u). 
Désignons par 
$ un élément fondamental pour $, 


ou » » » STE, 
une variété fondamentale pour s$, 


(Qu » » » Se 


Je vais supposer que Z est une variété algébrique. Quelle 
CAES 1 

Par analogie avec les substitutions ponctuelles planes (68°), 
ne pourront faire partie de Z'les variétés 0 ou portions de ©. 
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70° D’après cela, si Z est constituée exclusivement par des 
éléments f, l’image de Z n'existera pas, comme étant formée 
exclusivement de variétés ©. 

Si Z, ou une portion de Z, est une variété Ÿ', l’image cor- 
respondante se réduit au fondamental #, correspondant 
dans s7! à la variété ©’. 

Examinons enfin ce qui se passe quand Z est une variété 
ordinaire, donnée par des équations 


(r) IMG) = Pr) 0; ee Ar t0)E0) 


où les F sont des formes mixtes. 
En vertu des relations 


OT 0:72 0), Roi NY; P), 
les formes mixtes annulées 
(2) GR DEMANGEON 


donneront une variété, laquelle sera Z’, après suppression des 
variétés ©, s’il y avait lieu. Cette suppression serail néces- 
saire, si Z contenait des éléments fondamentaux f. 


71° Supposons en particulier que Z soit la variété formée 
par les © éléments (x, uw), où le plan west fixe, mais quel- 
conque. Il y aura éventuellement sur Z des éléments fonda- 
mentaux #, s'il existe des points X, tels qu’ils ont été étudiés 
plus haut (64°). La variété Z’, telle qu’elle vient d'être définie, 
c'est-à-dire après suppression éventuelle des variétés ©, se 
nommera /@ variété primordiale À,. 

Cette définition est bien d'accord avec celle des Chapitres 
précédents. 

C'est ce qu'il est facile de voir. 

72° Par exemple, pour construire la variété ponctuelle Y,,, 
qui entre dans la constitution de &,, on a supposé x indéler- 
miné où quelconque sur le plan & [c'est-à-dire que x n'est 
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as un point X (64°)| et l’on a établi (33°) les relations 

P P 

(o) P,(v1, Pos ce. PR; Ps) U)=10; 
Ron, re S£N. 


De même, pour la variété planaire V, viendraient les re- 
lations 
("Us du) 0; 

(1) S — , o RSS <N 
= Ai ry=S=N: 


Mais, si x, au lieu d’être quelconque, vient en un point X, 
alors : 

Ou bien 9; = 0, et les relations (0) deviennent illusoires ; 

Ou bien Ÿ;= 0, et les relations (1) deviennent illusoires; 

Ou bien 9;— Ÿ;— 0, et (o) et (1) sont tous les deux illu- 
soires. 


73° Par conséquent, soit dans les conventions du présent 
Chapitre, soit dans les conventions des Chapitres précédents : 
) P 
la primordiale ®, est la fisure parcourue par l'élément 
u 5 1 


(y, )=s[(æ u)], 


quand le point x parcourt le plan u, mais sans venir en 
un point X. Autrement dit : l'élément (x, u) ne vient pas 
en un élément fondamental 5. 


74° Nous sommes maintenant à même de démontrer une 
importante proposition (Belge, 35°). 


Tuéorime. — Soit une variété intégrale (10°, des Géné- 
lités) donnée w. S'il existe une crémontenne s admettant & 
pour primordiale, la crémontenne s sera unique. 


Soient s et s’ admettant la même primordiale ®,, pour x 
quelconque. Je dis que s’ n’est pas distincte de s. 

La démonstration, pour N quelconque, a la même marche 
que pour N = 4 (Belge, 35°). 
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Leume [. — Toute crémontenne qui laisse fice un point 
(ou un plan) quelconque, se réduit à la crémontenne 
untlé. ; 
La démonstration a été donnée au 60° ci-dessus. 


Leume Il. — S5 l’on transforme tout l’espace par la cré- 
monienne t, la crémonienne s devient L'st. 


En effet, on a 
GAS) 


Fransformons par {, il viendra (5°) 


AC CN = SG): 
(SE) = se C. Q. F. D. 


Lemme IT. — S7 la crémonienne t laisse fixe, pour x quel- 
conque, la primordiale donnée ®&,, t se réduit à l’unité. 


Fransformons tout l’espace par la crémonienne s". Les 


N—2 


éléments de &, deviennent les &\—? éléments adhérents à x. 
L laissant ®, fixe, sts ‘, en vertu du Lemme IT, permute entre 
eux les éléments adhérents à x et laisse x fixe. Donc 


(lemme [) 


SOU), HER Ce ie Do 


Passons maintenant à la démonstration du théorème. 

Si s’ et s ont la même primordiale ®,, prenons sur @, un 
élément (y, #) quelconque. 

L'élément s'[(y, °)| adhère à x et s='s[(y, v)]estsur®,. 
La crémonienne s—'s ne fait qu'échanger entre eux les élé- 
ments de ®, et laisse @, fixe. Alors (lemme IIT) 


SDS et = CNOMENND: 


75° On peut, grâce au théorème, prendre pour base de la 
Ann. de Lyon. — XII. 13 
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construction, pour les crémoniennes, les variétés primordiales. 
On se trouve en présence du problème que voici : 


Étant donnée une variété intégrale ÙW, lieu d’un élé- 
ment (y,e), variété dépendant du point x, trouver les con- 
ditions J nécessaires et suffisantes pour que @ sou la pri- 
mordiale &, d’une crémonienne s. 

Les conditions J élant supposées satisfaites, construire s, 
qu’on sait être unique (74°). 


Ce problème fera l’objet d’un travail ultérieur, généralisa- 
on des Chapitres VII à XI de mon Mémoire pour N — 4 
(Belge, Troisième Partie). 
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dans le golfe de Gascogne (août-septembre 1895), 
par R. KœnLer, professeur de zoologie à la 
Faculté des Sciences. (Fasc. 26). 

Fascicule I. 4 vol. in-80 avec 6 pl. . . . , 6 fr. 
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. Monographie géologique et paléontologique des Cor- 


6 fr. 
. 20 fr. 


Anatomie pathologique du système lymphatique 
dans la sphère des néoplasmes malins, par le 
Dr C. Recaup, chef des travaux, et le Dr F. Bar- 
JON, préparateur d'anatomie générale et d'histo- 
logie a la Faculté de médecine (Mémoire couronne. 
par l’Académie de médecine), avec 4 pl. hors 
lexte (las C2 2) ER CR RE RTE 


Recherches stratigraphiques et paléontologiques 
dans le Bas-Languedoc, par Frédéric RoMAN, 
docteur ès sciences, préparateur de géologie à la 
Faculté, avec 40 figures dans le texte et 9 plan- 
ches hors texte. (FASCHOL) MR EL ES Er 


Etude du champ électrique de l'atmosphère. par 
Georges Le CaApzr, docteur ès sciences, assistant 
à l'Observatoire de Lyon, 3 fig. eb 10 pl. dans le 
texte "RAS C TS) 6 fr, 


Les formes épitoques et l’Évolution des Cirratuliens 
par Maurice CaAuLLERY, maître de confér. à la 
Faculté des Sciences, et Félix Mesnir, chef de 
Laboratoire à l’Institut Pasteur, 6 pl. hors texte. … 
(Fase. 39). UT 2 7 fr.500 


Etude re et paléontologique du Carbonifère 
inférieur du Mâconnais, par A. Varrier. docteur … 
en médecine et docteur ès sciences, avec 11 figures … 
et 12 planches hors texte. (I, Fasc. 7). Br. 


Contributions à l’Embryologie des Nématodes, par 3 
A. Conre, docteur ès sciences, prépar. de Z00- 
logie à l’ Université de Lyon. (J, Fasc. 8): 5fr 


Contributions à l’étude des larves et des métamor- « 
phoses des diptères, par C. Vaney, docteur es 
sciences, agrégé des sciences naturelles, chef des … 
travaux de Zoologie à l'Université de Lyon. 
(NE aSC A9) ANSE RES 6 fr. 


Contribution à l'étude de la classe des Nymphéinées. 
par J.-B.-J. CnirrLor, docteur ès sciences natu= 
relles, licencié ès sciences physiques, chef des 
Travaux de Botanique à la Faculté des sciences, 
sous-directeur du Jardin botanique de la Ville, 
avec 214 figures intercalées dans le Se 
(I, Fasc. 10). 7 fr. 50 


Fascicule II. { vol. in-80 avec 11 PIE é 
Fascicule III. { vol. in-8° avec 21 pl. : 


bières orientales, par Louis Doncreux, docteur 
ès sciences, Collaborateur auxiliaire au service 

la carte géologique de France, avec 69 figur 
dans le texte, 7 planches hors texte et une “carte 
géologique. (J, Fasc. AL) MN. 


Contribution à l’étude des composés diazoamidés, p 
Louis Meunier, docteur ès sciences, chef des F 
vaux de chimie à la Faculté des sciences de l'U 
versité de Lyon. (I, Fasc..13) . . . . 5 


Etude stratigraphique et paléontologique sur la 
Zone à Lioceras concavum du Mont d’Or lyonnais,» 
par Attale Rice, docteur ès sciences, char 
d un cours complémentaire de Géologie à la 
culté’des sciences de l'Université de Lyon, av 
T7 figures dans le texte et 11 ee hors tex 
CPEGS CELL) PRO 7 fr. 
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